PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE

28.01.2006.

Ilpyru paspem — A Kareropuja

Onpenutu cBe nese GpojeBe a 3a koje cy m3pa3u 96 +a m 5+ a
Ky0oBHU 1eaux 6pojesa. (M405)

Pewemwe 1: Hexa je a meo 6poj Takas ma je 96+a = x2 u 5+a = 12, 3a
Heke meste 6pojese ¥ m y. Tama je 28—y = (z—y)(2? +ay+y?) = 91.

Heka je x —y = m, 3a Hekum 1meo 6poj m (ouuriemso m €

91
{£1,47,4+13,491}). Tama jez=m+y un 22 + 2y +y? = —, ma je

91 . 91
(m+y)2+(m+y)y+y2: oo Tj. 3y2+3my—|— <m2—E) =0.

. 3
JluckpuMuHaHTa TOcHenme jenHayune, D = — (364 — m3), Mopa
m

3
OUTHU TOTIIYH KBaAPaT. 3a m > 7 mMaMo ma je — >0 u 364—m? <
m

3
0, ma je D < 0. Takobe, 3a m < 0 umamo — <0 u 364 —m3 > 0,

ma je, moHoso, D < 0. akme, 0 < m <m7, ma je m = 1 unm
m=17 3a m =1 D = 1089 = 332, ma y € {—6,5}, ommocHO
a€{-221,120}. 3a m =7, D=9=3% na y e {-3,—4}, ommocHO
a € {—32,—69}.

Taxne, a € {—221, —69, —32,120}.

Pewewe 2: Kao n y npBoM pelneny, 3a1aTak Ce CBOIU HA PENIaBame
(y memmm 6pojesuma) jemrauunne 12 —y° = (v —y) (2% + 2y +y?) = 91.
Nmajyhu y Bumy ma je x > y 3akpbydyjeMo Oa je r — y jemaH on
no3utuBHUX nenunana o0poja 91. ITocroje 4 moryhuoctu,

=y = 1 =y = 7

?4ay+y? = 91 2 4ay+y? = 13

T—y = 13 r—y = 91

?+ay+y? = 7 > +ry+y? = 1
[IpBu cuctem mma jemuo pereme r = 6,y = 5 U APYyro © = —H,y =
—6. Ilpyru cucrem mMma pemewa r = 3,y = —4duzx =4,y = —3.

Tpehu m uerBpTU HeMajy pemema y neauMm OpojeBuma. Omnasne
ce MOBPATHO MO0OMjajy BPEIHOCTU 3a G U OATOBOP KAO U Y IPBOM
pereny.



Moske snm ce jemHakoCTpaHUYHM Tpoyrao moxenutu Ha 2006 jen-
HAKOCTPAHUYHUX TPOYTJIOBA? (M327)

Pewemwe: Bunern pereme MCTOr 3aaTKa 3a NpBU pa3pen y A kar-
eropuju (3amarak 5.).

Hahu <ACB omrpoyriaor AABC ako je nosuaro ma my:x HN, Koja
crnaja nomHoxkja Bucuna AH u BN, mnoaosu cumerpaay <{ACB.
(M436)

HC NC
Pewemwe: Kako je qC =87 = 55 (y = <ACB), 3akmyuyjemo na
cy tpoyraosu HCN u ABC cauunu ca KO€PUIjEHTOM CIUYHOCTU

k = cosvy (camka 1). Cumerpana yrua 7 tpoyriaa ABC ucrtospe-
MeHO je m cumerpadtia yria y tpoyray HCN. Ilo ycmoBy 3amarka

OHOC OY:KWHA CHUMeTpaJa y jeIHOM M APYTrOM TPOYILIy je 2 Kako

je omHOC omroBapajynmx my:KUHCKUX eJleMeHaTa Yy CINYHUM TPOY-

TJIOBUMA jeNHAK KOEe(PUIUjEeHTY CJIWYHOCTU, TO je k = cosvy = 3
omakine je v = 60°.
C
N,
H
A B
Cnuka 1.
Hahu cBe = € R 3a koje je HejemmaumHa
(1) (2—a)z® + (1 —2a)x® — 62+ (5 +4a —a?) <0

TayHa Oap 3a jemHy BpemHocT a € [—1,2].

Pewewe: Hanumumo neBy crpany HejemHauunse (1) Kao KBaIpaTHy
GYHKIIUIjY 1O a,

(2) f(a) = —a® + a(4 — 22 — 23) + 22% + 2% — 62 + 5.

[Ipumerunmo na je f(a) yBer roukasua ¢yurmmja! OTyma 3akmydy-
jeMo ma ce TpaskeHU & MOKe Hahu ako m caMo ako je UCIyHeH dap
jemaH on ycioBa

f(-1)<0  wmm  f(2)<O0.

Cayuaj f(—1) < 0 je exsuBasentan ca z(r? + x — 2) < 0 mTO BOM
Ka pemewy z € (—oo,—2) U (0,1).



Cayuaj f(2) < 0 je exBuBasentan ca 2 + 2z — 3 > (0 mTO BOIM Ka
pemeny z € (—oo, —3) U (1, +00).

Konauno pememne je x € (—oo,—2) U (0,1) U (1, 400).

Ha cioumu je ckuma rpa¢usa dymssmmje y = ax® + bx? + c. Kaxse
3HaKe MMajy KoepuuujeHtu a, b u c?

f(x) = az* +bx? + ¢

Pewewe 1: RoedpunujeHT a HUje HyJa, jep CKUOUpPAHU I'padUK HU-
je HuU mapaboJsia HM XOpU3OHTAJHaA IpaBa. Kako je, 30or y =
r*(a+b/x? + c/z*), 3a jako Benuke T 3HAK (YHKIMje MCTU KAO 3HAK
koepunujenra a, mopa ouru a > 0. Kako je ¢ = f(0), npema crunm
je ¢ < 0. Hokaxumo na je b < 0. Y cynporaom je —b/{2a} < 0, na je
arcrca TemeHa rpaduka ¢yarmmje f(z) = ar?®+bxr+ c HEMO3UTUBHA.
360r a > 0, pyuruuja f(z) pacre ma [0,00).

Ogarine cienu na n gata GyHKOUja § pacTe HA UCTOM MHTEPBAILY,
mToO mpeMa ckuni Huje tavno. [lakmae b < 0.

Pewewe 2: Jlako ce youaBa ma je a > 0 (3a JOBOJBHO BEJIMKO T MOpa
6utn f(r) > 0). Ca rpadura Bumumo ga je f(0) < 0, u Kako je
¢ = f(0) 3armyuyjemo u na je ¢ < 0. Tarobe ca rpadpura ce Bumn
na mocroju xo > 0 3a koje je f(zg) < ¢. U3 mocamenmme penamuje
nobujamo ma je axg + bxd < 0 mTo je Moryhe camo y ciaydajy Kama
je b< 0. Hakmxe mopa outu a > 0,b < 0,c < 0.



PEIIEILA 3AITATAKA
OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
28.01.2006.

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

OpxpenuTu cBe KOMIUIEKCHE OpojeBe z = r+1y, 3a KOje Baxku |z —2| =
2+ 2| u |z + 2| = |z — 2i. (Tan. 41, ctp. 27, IL5.)

Pewewe: VN3 mpBor ycnosa ce mobuja |(z — 2) + iy| = |z + (y + 2)i]
omakie ce nmobuja (x —2)2+y? =22+ (y+2)? 1j. v +y = 0. Ipyrm
yciaoB je exkBuBaseHTtaH ca |(x + 2) 4+ iy| = |z + (y — 2)i| onakmne ce
nobuja (z +2)? +y? = 22 + (y — 2)? mTO je omeT eKBUBAJIEHTHO ca
r+y = 0. 3armpyuar je 1a TpaskeHa CBOjJCTBA UMA]y CBU KOMILIEKCHU
OpojeBu oOMUKa 2z = & — ix, TOE je T peajiaH OpPOj.

3a KOjy BPEIHOCT mapaMeTpa m y jeTHAYNHU
22— 2max + 3m? — 38m + 156 = 0

je jemno pememe Behe on apyror?  (camuan ca Tan. 34, ctp. 49)

Pewewe: YcnoB je ekBuBaJjieHTaH yciyioBy na je D > 0 rme je D
oucKkpuMuHaHTa jennaunHe. OBa HejaHaumHa ce mocie cpebuBama
cBoau Ha Hejemmaumuay m? — 19m + 78 < 0. Oarosapaajyhe myme cy
6 u 13 omakie ciemu na je ckymn pemiema uaTepsad (6,13).

Hahu <ACB omrpoyriaor AABC ako je no3uaro ma ny:x HN, Koja
crmaja momuoxkja Bucuna AH u BN, monosu cumerpany <ACB.
(M436)

Pewewe: BumeTu pemene UCTOT 3aaTKa 3a APYTU paspeny A kate-
ropuju (3amarak 3.).

Ilorazaru na 3a m,n € N Baxu (N.T.)
nvm—1+mvn—1<mn.

Pewewe: 3a n > 1 je —”:L_l < % 3aucra, cMeHOM n — 1 = t2, rae

je mpema yciyoBy t > (0, HaBeqeHA HEjeTHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca

# < % IMTO je €KBUBAJEHTHO ca 2t < t2 + 1 omaocuo 0 < (t — 1)2.

Bes yBoberba CMEHE OBO C€ MOXKEe OJOKa3aTr 1M OBAaKO

2y/n—1-n+1-1 _ —(y/n—1-1)
2n - 2n

cabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU mobuja ”;L_l + ”Zl_l < 1 omakie
ciaenm TpakeHa HejeTHAKOCT.

n—1 1 _

n 2
g%nace

[

m—
m

< 0. CauusHO Bayku u




5.

[TorazaTtu ma mocToju OECKOHAYHO MHOTO YETBOPKU MEJIUX TO3U-
TUBHUX OpojeBa x,Yy,z,t 3a KOje BayKU:

24yt =251

Pewewe: IloBomuo je Hahm OECKOHAYHO MHOTO peNIeHma jeTHAUYNHA

23 = 2% mw y* =% Y nmpsom ciayuajy ce pememe Moe TOTPAKUTH
y obsnuky = aP u z = a rge je a mo3uTuBaH 1€0 Opoj. JemHauwmua
23 = 25 je 3amoBosena ako je 3p = 5¢ mMTO je MCIYHEHO aKo je

p = 5u a ¢ = 3u 3a HEKU UpupomaH 6poj u. [lakige NpBy jenHaunHy
3a,10BOJbaBa GECKOHAUHO MHOI'O mapoBa = a°% u z = a>*. Cauyno,
IPYTY jemHAUMHY 3aJ0BOJbABAjy CBU mapoBu y = bV m t = b%¥ 3a
HEeKe mpupoaHe Opojese b u v.



