
REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Drugi razred – A kategorija

Odrediti sve cele brojeve a za koje su izrazi 96 + a i 5 + a1.
kubovi celih brojeva. (M405)

RexeƬe 1: Neka je a ceo broj takav da je 96+a = x3 i 5+a = y3, za
neke cele brojeve x i y. Tada je x3−y3 = (x−y)(x2+xy+y2) = 91.

Neka je x − y = m, za neki ceo broj m (oqigledno m ∈
{±1,±7,±13,±91}). Tada je x = m+ y i x2 + xy + y2 =

91

m
, pa je

(m+ y)2 + (m+ y)y + y2 =
91

m
, tj. 3y2 + 3my +

(

m2 − 91

m

)

= 0.

Diskriminanta posledƬe jednaqine, D =
3

m

(
364 −m3

)
, mora

biti potpun kvadrat. Za m > 7 imamo da je
3

m
> 0 i 364−m3 <

0, pa je D < 0. Tako�e, za m < 0 imamo
3

m
< 0 i 364−m3 > 0,

pa je, ponovo, D < 0. Dakle, 0 < m 6 7, pa je m = 1 ili
m = 7. Za m = 1, D = 1089 = 332, pa y ∈ {−6, 5}, odnosno
a ∈ {−221, 120}. Za m = 7, D = 9 = 32, pa y ∈ {−3,−4}, odnosno
a ∈ {−32,−69}.

Dakle, a ∈ {−221,−69,−32, 120}.
RexeƬe 2: Kao i u prvom rexeƬu, zadatak se svodi na rexavaƬe
(u celim brojevima) jednaqine x3−y3 = (x−y)(x2 +xy+y2) = 91.
Imaju�i u vidu da je x > y zakƩuqujemo da je x − y jedan od
pozitivnih delilaca broja 91. Postoje 4 mogu�nosti,

{
x− y = 1

x2 + xy + y2 = 91

{
x− y = 7

x2 + xy + y2 = 13

{
x− y = 13

x2 + xy + y2 = 7

{
x− y = 91

x2 + xy + y2 = 1

Prvi sistem ima jedno rexeƬe x = 6, y = 5 i drugo x = −5, y =
−6. Drugi sistem ima rexeƬa x = 3, y = −4 i x = 4, y = −3.
Tre�i i qetvrti nemaju rexeƬa u celim brojevima. Odavde
se povratno dobijaju vrednosti za a i odgovor kao i u prvom
rexeƬu.



Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jed-2.
nakostraniqnih trouglova? (M327)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za prvi razred u A kat-
egoriji (zadatak 5.).

Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja3.
spaja podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB.

(M436)

RexeƬe: Kako je
HC

AC
= cos γ =

NC

BC
(γ = ∢ACB), zakƩuqujemo da

su trouglovi HCN i ABC sliqni sa koeficijentom sliqnosti
k = cos γ (slika 1). Simetrala ugla γ trougla ABC istovre-
meno je i simetrala ugla u trouglu HCN . Po uslovu zadatka

odnos duжina simetrala u jednom i drugom trouglu je
1

2
. Kako

je odnos odgovaraju�ih duжinskih elemenata u sliqnim trou-

glovima jednak koeficijentu sliqnosti, to je k = cos γ =
1

2
,

odakle je γ = 600.

A B

C

H

N

Slika 1.

Na�i sve x ∈ R za koje je nejednaqina4.

(1) (2 − a)x3 + (1 − 2a)x2 − 6x+ (5 + 4a− a2) < 0

taqna bar za jednu vrednost a ∈ [−1, 2].

RexeƬe: Napiximo levu stranu nejednaqine (1) kao kvadratnu
funkciju po a,

(2) f(a) = −a2 + a(4 − 2x2 − x3) + 2x3 + x2 − 6x+ 5.

Primetimo da je f(a) uvek konkavna funkcija! Otuda zakƩuqu-
jemo da se traжeni x moжe na�i ako i samo ako je ispuƬen bar
jedan od uslova

f(−1) < 0 ili f(2) < 0.

Sluqaj f(−1) < 0 je ekvivalentan sa x(x2 + x − 2) < 0 xto vodi
ka rexeƬu x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1).



Sluqaj f(2) < 0 je ekvivalentan sa x2 + 2x − 3 > 0 xto vodi ka
rexeƬu x ∈ (−∞,−3) ∪ (1,+∞).

Konaqno rexeƬe je x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞).

Na slici je skica grafika funkcije y = ax4 + bx2 + c. Kakve5.
znake imaju koeficijenti a, b i c?

x

f(x) = ax4 + bx2 + c

RexeƬe 1: Koeficijent a nije nula, jer skicirani grafik ni-
je ni parabola ni horizontalna prava. Kako je, zbog y =
x4(a+ b/x2 + c/x4), za jako velike x znak funkcije isti kao znak
koeficijenta a, mora biti a > 0. Kako je c = f(0), prema skici
je c < 0. Dokaжimo da je b < 0. U suprotnom je −b/{2a} ≤ 0, pa je
apscisa temena grafika funkcije f(x) = ax2+bx+c nepozitivna.
Zbog a > 0, funkcija f(x) raste na [0,∞).

Odatle sledi da i data funkcija y raste na istom intervalu,
xto prema skici nije taqno. Dakle b < 0.

RexeƬe 2: Lako se uoqava da je a > 0 (za dovoƩno veliko x mora
biti f(x) > 0). Sa grafika vidimo da je f(0) < 0, i kako je
c = f(0) zakƩuqujemo i da je c < 0. Tako�e sa grafika se vidi
da postoji x0 > 0 za koje je f(x0) < c. Iz posledƬe relacije
dobijamo da je ax4

0 + bx2
0 < 0 xto je mogu�e samo u sluqaju kada

je b < 0. Dakle mora biti a > 0, b < 0, c < 0.



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z = x+iy, za koje vaжi |z−2| =1.
|z + 2i| i |z + 2| = |z − 2i|. (Tan. 41, str. 27, II.5.)

RexeƬe: Iz prvog uslova se dobija |(x − 2) + iy| = |x + (y + 2)i|
odakle se dobija (x− 2)2 + y2 = x2 + (y + 2)2 tj. x+ y = 0. Drugi
uslov je ekvivalentan sa |(x + 2) + iy| = |x + (y − 2)i| odakle se
dobija (x + 2)2 + y2 = x2 + (y − 2)2 xto je opet ekvivalentno sa
x+y = 0. ZakƩuqak je da traжena svojstva imaju svi kompleksni
brojevi oblika z = x− ix, gde je x realan broj.

Za koju vrednost parametra m u jednaqini2.

x2 − 2mx+ 3m2 − 38m+ 156 = 0

je jedno rexeƬe ve�e od drugog? (sliqan sa Tan. 34, str. 49)

RexeƬe: Uslov je ekvivalentan uslovu da je D > 0 gde je D
diskriminanta jednaqine. Ova nejdnaqina se posle sre�ivaƬa
svodi na nejednaqinu m2 − 19m+ 78 < 0. Odgovaraaju�e nule su
6 i 13 odakle sledi da je skup rexeƬa interval (6, 13).

Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja3.
spaja podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB.

(M436)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za drugi razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).

Dokazati da za m,n ∈ N vaжi (I.T.)4.

n
√
m− 1 +m

√
n− 1 ≤ mn.

RexeƬe: Za n > 1 je
√

n−1
n

6
1
2 . Zaista, smenom n − 1 = t2, gde

je prema uslovu t > 0, navedena nejednakost je ekvivalentna sa
t

t2+1 6
1
2 xto je ekvivalentno sa 2t 6 t2 + 1 odnosno 0 6 (t − 1)2.

Bez uvo�eƬa smene ovo se moжe dokazati i ovako
√

n−1
n

− 1
2 =

2
√

n−1−n+1−1
2n

= −(
√

n−1−1)2

2n
6 0. Sliqno vaжi i

√
m−1
m

6
1
2 pa se

sabiraƬem ovih nejednakosti dobija
√

n−1
n

+
√

m−1
m

6 1 odakle
sledi traжena nejednakost.



Pokazati da postoji beskonaqno mnogo qetvorki celih pozi-5.
tivnih brojeva x, y, z, t za koje vaжi:

x3 + y4 = z5 + t6.

RexeƬe: DovoƩno je na�i beskonaqno mnogo rexeƬa jednaqina
x3 = z5 i y4 = t6. U prvom sluqaju se rexeƬe moжe potraжiti
u obliku x = ap i z = aq gde je a pozitivan ceo broj. Jednaqina
x3 = z5 je zadovoƩena ako je 3p = 5q xto je ispuƬeno ako je
p = 5u a q = 3u za neki prirodan broj u. Dakle prvu jednaqinu
zadovoƩava beskonaqno mnogo parova x = a5u i z = a3u. Sliqno,
drugu jednaqinu zadovoƩavaju svi parovi y = b3v i t = b2v za
neke prirodne brojeve b i v.


