
REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Tre�i razred – A kategorija

Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Zbog definisanosti logaritma imamo x, y, z > 0. Dati
sistem jednaqina je ekvivalentan sa sistemom

x
√
yz = 4

y
√
zx = 9

z
√
xy = 16.

MnoжeƬem sve tri jednakosti dobijamo (xyz)2 = 242 tj. xyz = 24.
Odavde i iz prethodnih jednaqina lako se dobija da je x =
2/3, y = 27/8 i z = 32/3.

Na�i sve ure�ene parove realnih brojeva (a, b) takve da je2.

(a+ bi)2006 = a− bi.

RexeƬe: Ako uvedemo oznaku z = a + bi jednaqina prelazi u
oblik z2006 = z̄. Uzimaju�i modul leve i desne strane do-
bijamo |z|2006 = |z|. Sada imamo dve mogu�nosti. Ili je
|z| = 0, u kom sluqaju dolazimo do rexeƬa z0 = 0 + 0i, ili je
|z|2005 = 1 ⇒ |z| = 1. U drugom sluqaju pomnoжimo obe strane
jednaqine z2006 = z̄ sa z qime navedena jednaqina prelazi u jed-
naqinu z2007 = z̄z, odnosno jednaqinu z2007 = 1. Odavde dobi-
jamo rexeƬa zk = cos 2kπ

2007 + i sin 2kπ
2007 za k = 1, 2, . . . , 2007. Dakle

traжeni parovi su elementi skupa

{(0, 0)} ∪ {(cos
2kπ

2007
, sin

2kπ

2007
) | k = 1, . . . , 2007}.

Ako stranice trougla zadovoƩavaju relaciju a − b = b − c > 03.
dokazati da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)



RexeƬe: Poxto je a > b > c, drugi po veliqini ugao je β. Prema
kosinusnoj teoremi vaжi:

cosβ =
a2 + c2 − b2
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Iz poznate nejednakosti
a

c
+
c

a
> 2, dobijamo da je cosβ >

3

8
·

2 − 1

4
=
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2
, odakle sledi da je β 6 60◦.

Neka je a + b + c = 1 i neka su a, b, c duжine stranica trougla.4.
Dokazati da je a2 + b2 + c2 < 1

2 .

RexeƬe: Iz Kosinusne teoreme sledi a2 + b2 + c2 = 2ab cos γ +
2bc cosα + 2ca cosβ < 2(ab + bc + ca) xto zajedno sa relacijom
2(ab+ bc+ ca) = (a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2) = 1 − (a2 + b2 + c2) daje
nejednakost a2 + b2 + c2 6 1 − (a2 + b2 + c2) ekvivaletnu traжenoj
nejednakosti.

(Tan. 34, str. 8)

Postoje li prirodni brojevi x, y i z za koje vaжi:5.

x3 + y4 = z5 ?

RexeƬe: Potraжimo rexeƬe u obliku x = 2p, y = 2q i z = 2r

uz dodatni uslov 3p = 4q. PosledƬi uslov nam omogu�uje da
traжenu jednaqinu svedemo na jednaqinu oblika 23p + 24q = 25r

tj. na jednaqinu 23p+1 = 25r.
Dakle dovoƩno je na�i rexeƬa sistema jednaqina 3p = 4q i

3p + 1 = 5r. Prva jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeƬa p =
4t, q = 3t gde je t prirodan broj. Druga jednaqina je zadovoƩena
ako je 12t+1 = 5r tj. ako je npr. t = 5k+2 za neki prirodan broj
k. Odavde dobijamo za svaki prirodan broj k rexeƬe

x = 220k+8 y = 215k+6 z = 212k+5.



REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Tre�i razred – B kategorija

Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Jednakostraniqni trougao ABC, stranice a, rotira oko prave2.
koja sadrжi teme A i paralelna je visini kroz teme B. Izraqu-
nati povrxinu i zapreminu dobijenog rotacionog tela.

(Tan. 37, str. 37, III.2.)

RexeƬe: Analizom slike 1 vidi se da je traжeno rotaciono telo
dobijeno tako xto se iz jednakostraniqne kupe polupreqnika os-
nove a iseqe dvostruka kupa polupreqnika osnove a/2. Formule
za povrxinu i zapreminu jednakostraniqne kupe sa polupreq-
nikom osnove r su

Pr = 3r2π Vr =

√
3

3
r3π.

Slika 1.



Odavde se dobija rezultat
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Ako stranice trougla zadovoƩavaju relaciju3.

a− b = b− c > 0

dokazati da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 3.).

Odrediti skup rexeƬa nejednaqine sin4 x+ cos4 x 6
3
4 .4.

(Tan. 40, str. 56)

RexeƬe: Iz jednakosti sin4 x + cos4 x = (sin2 x + cos2 x)2 −
2 sin2 x cos2 x = 1 − 1

2 sin2(2x) sledi da je navedena nejednakost

ekvivalentna sa 1 − 1
2 sin2(2x) 6

3
4 . Posle sre�ivaƬa dobi-

jamo nejednaqinu 1
2 6 sin2(2x) odnosno ekvivalentnu nejednaq-

inu
√

2
2 6 | sin(2x)|. Odavde se dobija ekvivaletna relacija

π
4 + kπ 6 2x 6

3π
4 + kπ, k ∈ Z odakle se dobija i konaqno rexeƬe

π
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2
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8
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2
, k ∈ Z.

Na xkolskoj tabli su slike pravilnog 12-ugla i pravilnog 15-5.
ugla. Oba poligona su upisana u kruжnice jednakih polupreq-
nika. Ana je obim 12-ugla pomnoжila sa povrxinom 15-ugla a
Marija je obim 15-ugla pomnoжila sa povrxinom 12-ugla. Koja
od Ƭih dve je dobila ve�i broj?

RexeƬe: Oznaqimo sa P12 povrxinu 12-ugla a sa P15 povrxinu
15-ugla. Sliqno, neka je O12 obim 12-ugla a O15 obim 15-ugla.
Anin broj je O12 · P15 a Marijin broj je O15 · P12. Zadatak je da
se uporede ovi brojevi, tj. da se uporede brojevi

A =
P15

O15
i M =

P12

O12
.

RazbijaƬem poligona na jednakokrake trouglove lako se nalazi
da je A = h15/2 i M = h12/2 gde su h15 = r cos π

15 i h12 = r cos π
12

visine odgovaraju�ih trouglova. Poxto su kraci ovih jed-
nakokrakih trouglova jednaki, zakƩuqujemo da je A > M .


