
REXEƫA ZADATAKA

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

28.01.2006.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx +1.
4 cosx. Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkci-
je.

RexeƬe 1: Uoqimo da je

f(x) = 5(
3

5
sinx+

4

5
cosx) = 5 sin(x+ α)

gde je α ugao odre�en uslovom cosα = 3/5, sinα = 4/5, 0 6 α 6 π/2.
Odavde se odmah dobija da su maksimum (minimum) ove funkcije
5 (odnosno −5).

RexeƬe 2: Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 3 cosx− 4 sinx. Nule
izvoda su nule jednaqine tg x = 3/4 i u nekim od ovih taqaka
funkcija dostiжe maksimalnu a u nekim minimalnu vrednost
(ovde se oslaƬamo na periodiqnost funkcije). Ako je tg x = 3/4
onda se pokazuje da su odgovaraju�e vrednosti sinusa i kosi-
nusa sinx = 3/5, cosx = 4/5 ili sinx = −3/5, cosx = −4/5. Odavde
ze zakƩuquje da su maksimum i minimum funkcije f redom 5 i
−5.
Napomena: Moжe se analizirati i drugi izvod funkcije ali
se opet zakƩuqak da je jedan od lokalnih maksimuma (minimu-
ma) i globalni maksimum (minimum) izvodi iz periodiqnosti
funkcije.

Na�i najve�u vrednost funkcije2.

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). ( M375)

RexeƬe: Posmatrajmo prvo sve sabirke pojedinaqno. Kako je

x

x2 + 9
=

1

x+ 9
x

6
1

2
√

x 9
x

=
1

6
,

zakƩuqujemo da je najve�a vrednost prvog sabirka 1
6 i ona se

postiжe za x = 3, dok iz

1

x2 − 6x+ 21
=

1

(x− 3)2 + 12
6

1

12
,



zakƩuqujemo da je najve�a vrednost drugog sabirka 1
12 i da se

ona postiжe za x = 3. Najve�a vrednost tre�eg sabirka je 1 i
ona se postiжe za svako celobrojno x, pa i za x = 3. Dakle,
najve�a vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞) je 1
6 + 1

12 + 1 = 5
4 i postiжe se za x = 3.

Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i3.
naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

(a) Rexiti nejednaqinu ψ(x) < x;

(b) Rexiti jednaqinu ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

RexeƬe:

(a) Oqigledno, skup rexeƬa nejednaqine je podskup inter-
vala (−∞, 1], pa rexavamo nejednaqinu 2x < x. Dakle,
x ∈ (−∞, 0).

(b) Odredimo prvo funkcije ψ(1−x) i ψ(ψ(x)). Na osnovu date
definicije funkcije ψ dobijamo

ψ(1−x) =







1 − x, x < −1
2, −1 6 x < 0

2 − 2x, x > 0
i ψ(ψ(x)) =







4x, x 6
1
2

2, 1
2 < x 6 2

x, x > 2

Sada, jednostavnim raqunom dolazimo do rexeƬa x ∈
[2,+∞) ∪ {0}.

Na�i sve funkcije f : R → R, takve da za proizvoƩne realne4.
brojeve x i y vaжi jednakost f(x− y) = f(x) + f(y) − 2xy.

( M403)

RexeƬe: Neka je x = y, tada, po uslovu zadatka, vaжi jednakost

f(0) = f(x) + f(x) − 2x2,

odnosno f(x) = x2+ a
2 , gde je a = f(0). Ako je x = y = 0, dobijamo

da je a = 2a, tj. a = 0. Dakle, f(x) = x2 je jedini kandidat za
takvu funkciju. Neposredna provera pokazuje da ova funkcija
zaista i zadovoƩava navedeni uslov.

Postoje li celi pozitivni brojevi x, y, z za koje vaжi:5.

x3 + y4 = z5.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 3. razred u A kate-
goriji (zadatak 5.).
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Qetvrti razred – B kategorija

Rexiti sistem jednaqina1.

log2 x + log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x + log16 y = 2.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za tre�i razred u A kat-
egoriji (zadatak 1.).

Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx +2.
4 cosx. Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkci-
je.

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriju (zadatak 1.).

Na�i vrednosti parametra p za koje jednaqina x4 − (3p+2)x2 +3.
p2 = 0 ima qetiri realna rexeƬa koja obrazuju aritmetiqku
progresiju. (M332)

RexeƬe: Data jednaqina je bikvadratna, pa su Ƭena rexeƬa si-
metriqna u odnosu na koordinantni poqetak, a kako i obrazuju
aritmetiqku progresiju, ona su oblika

−3

2
d, −1

2
d,

1

2
d,

3

2
d.

Ako uvedemo smenu t = x2 polazna jednaqina postaje t2−(3p+2)t+
p2 = 0, i rexeƬa ove jednaqine su t1 = 1

4 d
2 i t2 = 9

4 d
2. Sada,

pomo�u Vietovih formula za kvadratne jednaqine dobijamo

1

4
d2 +

9

4
d2 = 3p+ 2,

1

4
d2 · 9

4
d2 = p2,

odnosno
5

2
d2 = 3p+ 2,

9

16
d4 = p2.

Iz prethodne dve jednaqine dobijamo 9p+6 = 10|p|, pa su traжene
vrednosti za parametar p brojevi 6 i − 6

19 .

Na�i najve�u vrednost funkcije4.



f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). ( M375)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriji (zadatak 2.).

Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i5.
naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

(a) Rexiti nejednaqinu ψ(x) < x;

(b) Rexiti jednaqinu ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

RexeƬe: Videti rexeƬe istog zadatka za 4. razred u A kate-
goriji (zadatak 3.).


