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Dokazati da je broj 2n+2 · 7n + 1 slo�en za svaki prirodan broj1.
n.

Rexeǌe 1: Raqunaju�i prvih nekoliko qlanova niza an = 2n+2 ·
7n+1 naslu�ujemo da su brojevi a2k−1 deǉivi sa 3, a brojevi a2k

– sa 5, xto i dokazujemo indukcijom. Broj a1 = 57 je deǉiv sa 3.
Neka je a2k−1 deǉiv sa 3. Tada je i broj a2k+1 = 196a2k−1 − 3 · 65
deǉiv sa 3. Broj a2 = 785 je deǉiv sa 5. Neka je a2k deǉiv sa 5.
Tada je i broj a2k+2 = 196a2k − 5 · 39 deǉiv sa 5. Kako su svi an

ve�i od 5, to su oni slo�eni.
Rexeǌe 2: Kako su svi an = 2n+2 · 7n + 1 ve�i od 5 i kako je

a2k−1 = 22k+1 · 72k−1 + 1 ≡ (−1)2k−1 · 1 + 1 = 0 (mod 3)

a2k = 22k+2·72k+1 ≡ 22k+2·22k+1 = 42k+1+1 ≡ (−1)2k−1+1 = 0 (mod 5)

to su svi an slo�eni brojevi.

Da li postoje nepodudarni trouglovi jednakih obima i povr-2.
xine?

Rexeǌe: Odgovor je da. Potreban uslov da pozitivni realni
brojevi a, O, P budu redom du�ina jedne strane, obim i povr-
xina nekog trougla je 2a < O (nejednakost trougla). Ako je ne-
jednakost 2a < O ispuǌena onda je prirodno pokuxati konstruk-
ciju tra�enog trougla na slede�i naqin. Izaberimo taqke B
i C takve da je BC = a. Neka je E elipsa kojoj su taqke B i C
�i�e takva da X pripada elipsi ukoliko je zbir ǌenih udal-
jenosti od �i�a jednak O − a. Drugim reqima svaka taqka na
elipsi koja ne pripada pravoj p = p(B, C) je tre�e teme trougla
kome je obim O.

Neka je q prava paralelna sa p = p(B, C) i na udaǉenosti h
od te prave gde je (1/2)a · h = P . Ukoliko je P dovoǉno malo,
taqnije ako va�i nejednakost
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onda prava q seqe elipsu E i time se dobija tre�e teme A
tra�enog trougla. Ova analiza tako�e pokazuje da ukoliko pos-
toji trougao takav da su mu a,O, P strana, obim i povrxina, da



je je on jedinstven tj. da su svi takvi trouglovi podudarni. Ne-
ka su a, b, c du�ine strana tog trougla. Ako se izabere a1 tako
da zadovoǉava uslove

2a1 < O a < a1 a1 /∈ {a, b, c}

onda postoji trougao kome su a1, O, P strana, obim i povrxina
i ovaj trougao ima isti obim i povrxinu kao i prethodni ali
sa ǌim nije podudaran.

Neka je k polukru�nica sa centrom O konstruisana nad preq-3.
nikom AB i neka su taqke S1, S2, S3 na polukru�nici k takve
da je ^AOS1 = ^S1OS2 = π

9 i ^S2OS3 = 2π
9 . Dokazati da je

P1P2 = P3O, gde su P1, P2, P3 projekcije taqaka S1, S2, S3 na preq-
nik AB.

Rexeǌe: Dokaz je posledica slede�eg niza ekvivalencija
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U dnevnoj sobi se nalazi neki broj ǉudi, i poznato je da svaki4.
od ǌih poznaje taqno pet prisutnih. Dokazati da je za neko
n > 5 mogu�e odabrati n ǉudi iz dnevne sobe i smestiti ih za
okrugli sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poz-
nanika.

Rexeǌe: Od (ne neophodno svih) ǉudi iz dnevne sobe najpre
formiramo vrstu maksimalne du�ine za koju va�i da se sva-
ka dva susedna qoveka u vrsti poznaju. Drugim reqima, nije
mogu�e formirati du�u vrstu od ove, takvu da se svaka dva
susedna qoveka poznaju.

Prvi qovek u ovoj vrsti ima pet poznanika koji svi tako�e
moraju biti u vrsti, jer vrsta u suprotnom ne bi bila maksi-
malna. Ako sada odaberemo redom ǉude iz vrste, od prvog qove-
ka do posledǌeg ǌegovog poznanika u vrsti, i smestimo ih za
okrugli sto u tom redosledu, jasno je da �e svako sedeti izme�u
svojih poznanika. Broj ǉudi za stolom je ve�i od pet, jer za
ǌim sedi prvi qovek iz vrste i svih pet ǌegovih poznanika.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu x =
√

2 +
√

2−√2 + x5.



Rexeǌe: Jednaqina je definisana za x ∈ [−2, 2], jer mora biti
2 + x ≥ 0 i

√
2 + x ≤ 2. Neka je x = 2 cos t, t ∈ [0, π]. Tada je
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8 ), t ∈ [0, π], tj. t = 2π

9 , odnosno, x = 2 cos 2π
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Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine1.
3
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√

x− 1 = 1.

Rexeǌe: Ako obe strane date jednaqine stepenujemo na tre�i,
dobijamo jednaqinu ekvivalentnu polaznoj
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Ako je x ∈ Z rexeǌe jednaqine x(x − 1)2 = 27, onda x deli 27
i x > 0. Zato proverom za x = 1, x = 3, x = 9 i x = 27 vidimo
da ta jednaqina nema celobrojno rexeǌe. Dakle, jedini celi
brojevi koji mogu biti rexeǌa polazne jednaqine su x = 0 i
x = 1. Proverom dobijamo da ovo zaista jesu rexeǌa (provera
mora da se izvrxi, poxto transformacijama nismo uvek dobi-
jali ekvivalentne jednaqine poqetnoj).

Postoje li realni brojevi b i c takvi da svaka od jednaqina2.
x2 + bx + c = 0 i 2x2 + (b + 1)x + c + 1 = 0 ima po dva celobrojna
korena? (M389)

Rexeǌe: Neku su celobrojni koreni prve jednaqine k i l, a druge
m i n. Tada bi na osnovu Vietovih pravila va�ilo

k + l = −b(1)
k · l = c(2)

2(m + n) = −b− 1,(3)
2m · n = c + 1.(4)



Iz jednakosti (4) sledi da je broj c neparan. Sada, na osnovu
jednakosti (2) zakǉuqujemo da su brojevi k i l neparni, iz qega,
daǉe, na osnovu (1), zakǉuqujemo da je b paran broj. Me�utim,
na osnovu (3) sledi da je b neparan broj. Stoga, brojevi b i c
sa tra�enim svojstvom ne postoje.

Neka je funkcija f : R −→ R, data sa f(x) = 2x2+6x+6
x2+4x+5 , za3.

svako x ∈ R. Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji) date
funkcije.

Rexeǌe 1: Treba videti da li postoji realan broj a, takav da
je

2x2 + 6x + 6
x2 + 4x + 5

≤ a

za svako x ∈ R, i ako postoji prona�i ǌegovu najmaǌu vrednost.
Nejednaqina 2x2+6x+6

x2+4x+5 ≤ a ekvivalentna je sa nejednaqinom

0 ≤ a(x2 + 4x + 5)− (2x2 + 6x + 6),

(poxto je x2 + 4x + 5 = (x + 2)2 + 1 > 0 za svako x ∈ R), odnosno
sa nejednaqinom

0 ≤ (a− 2)x2 + (4a− 6)x + 5a− 6.

Neka je g(x) = (a−2)x2+(4a−6)x+5a−6. Za a = 2 funkcija g(x) je
linearna i oqigledno je za neke realne brojeve ǌena vrednost
negativna (kada je x < −2). Ako je a 6= 2, tada je g(x) kvadratna
funkcija, koja treba da bude nenegativna za svako x ∈ R. To je
ostvareno akko je a− 2 > 0 i 0 ≥ D = (4a− 6)2 − 4(a− 2)(5a− 6) =
−4a2 + 16a− 12, odnosno ako je a > 2 i a ∈ (−∞, 1]

⋃
[3,∞), dakle

za a ≥ 3. Na ovaj naqin smo dokazali da je f(x) ≤ 3, za svako
x ∈ R, a jednakost se dosti�e samo za x = −3. Iz svega navedenog
zakǉuqujemo da data funkcija ima maksimum i da je on jednak
3.

Rexeǌe 2: Kako je

2x2 + 6x + 6
x2 + 4x + 5

=
2x2 + 8x + 10− 2x− 4

x2 + 4x + 5

= 2− 2x + 4
x2 + 4x + 5

= 2− 2(x + 2)
(x + 2)2 + 1

,

na osnovu nejednakosti

−1 ≤ 2t

t2 + 1
≤ 1

sledi da je

2− 2(x + 2)
(x + 2)2 + 1

≤ 2− (−1) = 3.



Maksimum se dobija za

x + 2 = −1 ⇒ x = 3

Dat je konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6 qije su sve stranice4.
jednake i α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6, pri qemu je αi unutraxǌi
ugao xestougla kod temena Ai. Dokazati da je α1 = α4, α2 = α5

i α3 = α6.

Rexeǌe: Kako je zbir unutraxǌih uglova u konveksnom xe-
souglu 720◦, sledi da je α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6 = 360◦,
pa se temena A1, A3, A5 osnom simetrijom redom u odnosu na
prave A6A2, A2A4, A4A6 preslikavaju u istu taqku O.

(Preslikajmo A1 u odnosu na A6A2 u taqku O. Neka je Op
poluprava koja nekonveksan ugao A6OA2 deli na dva ugla veli-
qine α3 i α5: ^A2Op = α3 i ^A6Op = α5. Na polupravoj Op
uoqimo taqku A da je OA jednako stranici xestougla. Iz
4A2A3A4

∼= 4A2OA i 4A4A5A6
∼= 4A6OA sledi da je A2A4 =

A2A i A4A6 = A6A, pa se taqke A4 i A poklapaju.)
Naspramni uglovi romba su jednaki, pa je α1 = ^A6OA2, α3 =

^A2OA4, α5 = ^A4OA6. Poxto su kraci uglova A6OA2 i A5A4A3

paralelni i jednako usmereni sledi da su jednaki pa je α1 = α4,
Sliqno se zakǉuquje da je α2 = α5 i α3 = α6.

U dnevnoj sobi se nalazi neki broj ǉudi, i poznato je da svaki5.
od ǌih poznaje taqno pet prisutnih. Dokazati da je za neko
n > 5 mogu�e odabrati n ǉudi iz dnevne sobe i smestiti ih za
okrugli sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poz-
nanika.

Rexeǌe: Od (ne neophodno svih) ǉudi iz dnevne sobe najpre
formiramo vrstu maksimalne du�ine za koju va�i da se sva-
ka dva susedna qoveka u vrsti poznaju. Drugim reqima, nije
mogu�e formirati du�u vrstu od ove, takvu da se svaka dva
susedna qoveka poznaju.



Prvi qovek u ovoj vrsti ima pet poznanika koji svi tako�e
moraju biti u vrsti, jer vrsta u suprotnom ne bi bila maksi-
malna. Ako sada odaberemo redom ǉude iz vrste, od prvog qove-
ka do posledǌeg ǌegovog poznanika u vrsti, i smestimo ih za
okrugli sto u tom redosledu, jasno je da �e svako sedeti izme�u
svojih poznanika. Broj ǉudi za stolom je ve�i od pet, jer za
ǌim sedi prvi qovek iz vrste i svih pet ǌegovih poznanika.


