PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIYBJIMUKO TAKMUWNYEILE 13 MATEMATUEKE

18.03.2006.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Iokazatu na je 6poj 2" 12 . 7" + 1 ciosen 3a CBAKM HIPUPOJAH OPO]
n.

Pewewe 1: Pauysajyhy OpBUX HEKOJMKO YJIaHOBA HU3a a, = 2" 12 .
7" +1 macayhyjemo na cy OpojeBu asi_1 A€JLUBU ca 3, a OPOjeBU s
— ca ), MTO U AOKa3yjeMo MHAYKIUjoM. bpoj a; = 57 je memus ca 3.
Heka je agi—1 memus ca 3. Tana je u 6poj ask+1 = 196ag;,—1 — 3 - 65
nemuB ca 3. bpoj as = 785 je memuB ca 5. Heka je agy nemus ca o.
Tana je u 0poj agkt+2 = 196ag;,, — 5 - 39 memuB ca 5. Kako cy cBu a,
Behu om 5, TO cy OHU CJIOKEHWU.

Pewewe 2: Kakxo cy cBu a, = 2"12.7" + 1 ehu on 5 u kako je
agp—y = 22K L. 721 1 = (—1)%%71. 141 =0 (mod 3)

gy = 22FP2.72 41 = 92202k 1 = 4R = (—1)?F 7141 = 0 (mod 5)

TO Cy CBHU @, CJIOKEHU OPOjeBU.

Ila a1 mocToje HemoaymapHU TPOYIJIOBU jeNHAKWX OOMMAa W TOBP-
muHe?

Pewewe: Omrosop je ma. Ilorpeban yciaoB ma MO3UTUBHU PeEATHU
opojeBu a,0, P Oymy pemoM Iy:KUHA jeaHe cTpaHe, oOMM U MOBP-
muHa HEeKOr Tpoyriaa je 2a < O (HejemHarkocT Tpoyria). Ako je He-
jemnakoct 2a < O ucnymeHa OHIa je TPUPOIHO MOKYIAaTh KOHCTPYK-
nujy TpaskeHor Tpoyriaa Ha ciaenmehm HauwmH. KM3abepumo taukre B
n C rtaxse na je BC = a. Heka je £ ennnca xojoj cy tauxke B u C
KUpKe TakBa mga X TPUNAa €JUICU YKOJIUKO je 30Up HmeHuX yaali-
jemoctn on xwxa jemnak O — a. pyrum peumma cBaka Tauyka Ha
esuncy koja He npunana npasoj p = p(B,C) je rpehe Teme Tpoyria
koMe je obum O.

Heka je ¢ nmpasa mapasenna ca p = p(B,(C) u na ynamenoctu h
on te mpase e je (1/2)a-h = P. Yronuko je P mOBOBHO MAJIO,
TayHMUje aKO BayKU HejeTHAKOCT

2 s (%) (@

OHIA TpaBa ¢ cedve ejuncy £ u TuMe ce mobuja Tpehe Teme A
Tpaskenor Tpoyriaa. OBa anaiau3a Takohe moka3yje ma yKOJIUKO MOC-
TOju TPOyrao TakaB na cy My a,(0, P crpana, oOuM U TOBPIIMHA, A&




je je OH jeIMHCTBEH Tj. Ja Cy CBUW TAKBU TPOYTJOBU monayaapuu. He-
Ka cy a,b,c my:uHe cTpana Tor Tpoyria. Ako ce u3abepe a; Tako
na 3aT0BOJbaBa yCJIOBE

2a1 < O a < a a ¢ {a,b,c}

OHIA TOCTOjU TPOyrao kKome cy ai,O, P crpana, oOuUM ¥ TOBPIIUHA
1 OBaj TPOyrao mMa UCTU OOUM M MOBPIIMHY KaO U MPETXOMIHU AJIU
ca BUM HUje TOIYIapaH.

Heka je k monykpyskuuma ca mearpom O KOHCTPyHCAHA HAJM IPEY-
uukoM AB u Heka cy tauke Sp,S9,S3 Ha TONYKPY:KHUIU k Takse
na je <AOS) = <5108 = § u 152083 = %T. IlorkazaTu na je
PP, = P30, vme cy Py, Py, P3 npojeknuje Tauaka St, Sz, S3 HA nped-
nuk AB.

Pewemwe: Iloka3s je mocaenuria ciaemeher HU3a €eKBUBAJICHI]A

PiP,=P0 & OP,=0P,+0P; &
OP, OP, OP;

0A _0A‘to0a ©
T 27T+ 47 N
COS — = COS — —+ CcOS —
9 9 9
COSW_QCOST(COSW =
9 3 9
T T
COS — = COS —
9 9

Y mHEBHO] coOU ce Haja3u HEKU OPOj /byau, U MO3HATO je na CBAKU
Ol BUX TMO3HAje TAYHO HeT mpucyTHux. JlokazaTtu ma je 3a HEKO
n > 5 moryhe omabparu n byou M3 OHEBHE COOE M CMECTUTU UX 34
OKPYIJIX CTO y TpIe3apuju TaKO na CBakKo cemu maMmebhy mBa mos-
HaHUKA.

Pewewe: On (He HEONXOTHO CBUX) JbYIM W3 IHEBHe cobe Hajmpe
(opMmpaMO BPCTy MaKCHMaJHe IY:KWHE 3a KOjy BaKM Ia Ce CBa-
Ka OBa CyCenHa YOBEKa y BPCTU MO3Hajy. pyrum peumma, HUuje
Moryhe ¢opmupaTu Oy:Ky BPCTY OI OBe, TaKBYy JZla Ce CBaKa IBA
cycenHa YOBEKa IO3HAJy.

IIpBu yoBek y OBOj BpCTM MMa IEeT MO3HAHWKA KOJU CBU TaKoDhe
Mopajy 6uT; y BpCTH, jep BpCTa y CYIPOTHOM He Oum Omia MakCH-
MasiHa. AKO cama omabepeMo pemoM Jbyae U3 BPCTe, O MPBOT YOBe-
Ka [0 TOoCJIellkher HherOBOT MO3HAHWKA y BPCTU, M CMECTHMO WX 33
OKPYTJIM CTO Y TOM penocieny, jacHo je na he cBako cenetm maMeby
CBOjuUX TO3HaHWKa. DBpoj mynum 3a croioMm je Behu on mer, jep 3a
BUM Ceau IPBU YOBEK M3 BPCTE U CBUX IET HETOBUX IMO3HAHUKA.

Y cryny peaJiHUX OpOjeBa PENUTHU je THAUUHY T = \/2 +V2—-+vV2+4+2x



Pewewe: Jemmauuna je nepunucana 3a x € [—2,2], jep Mopa burtu
24+ 2 >0 u+2+2x2 <2 Heka je x = 2cost, t € [0,7]. Tama je

coss >0 mvV2+a = /2(1+cost) = y/4cos? L = 2cos 5. Iame
je, \/2—20052—\/2 (1—cos%) =4/4sin i—Qsm— jep je smzz
0. Takobe, \/2+281n— \/2 1+ cos(5 \/4C082 Ly =

2cos(F — &), Jep je cos(§ —g) > 0. KOHaqu jemHaumHa 1moCTaje

cost:cos(4 L), te 0,7, TJ t——”, OIHOCHO, = = 2cos &F.




PEIIIEIHLA 3AOATARKA
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Ilpyru paspen — B kareropuja

Hahu cBa nesnobpojra pemema jenHauymHe

Va2 — e —1=1.

Pewewe: Aro obe crpane mare jemHauyMHEe CTelmeHyjemo Ha Tpehwu,
nobujaMo jemHAUNHY €KBUBAJICHTHY IIOJIA3HO]

a? —3Var —1(Va2 — Yo —1) -z +1=1.
KRaxko je V2 — Jr —1=1, To u3 nocnexme jemHaumHe CJenu
x2—3\?’/ﬁ\3/m—$20<:>
Va2(Vat —39x —1— {z) =0 <=
Va2 (Jo(z—1)—3Vz —1) =0 <
Va2 o —1(Jz/(x —1)2 = 3) =0 =
Va2 =0V oz —1=0V {z (2 —1)2 =3
r=0Vr=1Vaz(r—1)*=2T.

Axo je * € Z pememe jemmaumue x(xr — 1)2 = 27, onma x memm 27
u x > 0. 3aTro nmpoBepoMm 3a x =1, z =3, * =9 u z = 27 BUAUMO
Ia Ta jenHavyrHa HeMa IeJIOOpojHO pememe. [lakie, jenuHu mneaud
OpojeBu KOju MOTy OWTU pellema ImoJjas3He jemHauwmue cy r = 0 u
x = 1. IIpoBepom moGujamo ma oBO 3amcra jecy peliema (mposepa
MOpa Ja ce M3BPIIM, IOMTO TpaHChopManujaMa HICMO yBEK I00u-
jasau eKBUBAJICHTHE jeIHAYMHE [TOYETHO] ).

ITocToje nu peajnu 6pojeBu b WM ¢ TAKBU Ja CBaKa OJ jedHAUMHA
2> +br+c=0mu 222+ (b+ 1)z +c+1=0 uva mo mBa meTO6pPOjHA
KopeHa? (M389)

Pewewe: Heky cy nemobpojuu kopenu npse jeqHauune k u [, a apyre
m u n. Tanma O6u Ha ocHOBY BumeToBuUXx mpaBmsa Ba:KUIO

(1) E+1 = —-b

(2) k-l =c

(3) 2(m+n) = —=b—1,
(4) 2m-n = c+1.



U3 jemmarkoctu (4) caemu na je 6poj ¢ menapan. Cana, HA OCHOBY
jemHakoctu (2) 3akmbydyjemMo na cy OpojeBu k u [ HemapHu, U3 dera,
nase, Ha OCHOBY (1), 3akmyuyjemo na je b mapan 6poj. Mebyrum,
Ha OCHOBY (3) camemu na je b memapan 6poj. Crora, GpojeBu b u ¢
ca TpasKeHUM CBOjCTBOM HE IOCTOje.

. . 2 LT Y
Heka je ¢ymxumja f : R — R, mara ca f(r) = 25E02H0 3a

cBako r € R. Onpenntu MakCUMaJHy BpPeIHOCT (aKO IOCTOju) mare
$hyHEIHTje.

Pewewe 1: Tpeba BumeTn ma Ju MOCTOjU peasiaH OPOj a, TakaB ma
je

222 + 62 + 6

—— <a

2 +4x+5 ~

3a cBako r € R, u ako nmocTtoju mpoHahu HeroBy HajMa®my BPEIHOCT.

22246246

+T7iy75 = (0 €KBUBAJICHTHA je Ca HejeHAYMHOM

Hejennauuna
0 < a(x® + 42 + 5) — (222 + 62 + 6),

(momrro je 2 +4x +5 = (x +2)2 +1 > 0 3a cBako ¥ € R), 0aHOCHO
ca HejeTHAYMHOM

0 < (a—2)2*+ (4a — 6)x + 5a — 6.

Hexka je g(z) = (a—2)2?+(4da—6)x+5a—6. 3a a = 2 pynrnuja g(z) je
JMHEapHA U OYUIJIENHO je 3a HEeKe peajHe OpojeBe HeHa BPEITHOCT
HeratuBHa (Kaga je © < —2). Axko je a # 2, Tana je g(x) kBagpaTHa
¢yuEIMja, Koja Tpeba na Oyme HeHeratuBHA 3a cBako x € R. To je
ocTBapeHo akko je a—2>0u 0> D = (4a —6)? —4(a — 2)(ba — 6) =
—4a* 4+ 16a — 12, omroCHO ako je a > 2 u a € (—oo,1]|J[3, 00), maxme
3a a > 3. Ha oBaj maumu cmo mokaszamu ma je f(x) < 3, 3a cBako
r € R, a jemrarocT ce nocTw:ke camo 3a © = —3. VI3 cBera maBe meHOr
3aK/bydyjeMo na maTa (YHKIMja MMa MaKCUMyM U Jla je OH jeTHaK

3.

Pewewe 2: Kaxko je

222 + 6x + 6 B 202+ 8+ 10— 2z — 4
22 +4x+5 2 +4x+5

20 44 9 2(zx +2)

T 244z +5 (x+2)2+1’

Ha OCHOBY HejemTHaKOCTU

crenmu ma je



Makcumywm ce mobuja 3a

r+2=-1=x=3

IlaT je xouBekcan mecroyrao A; A, Az AsAsAg uuje cy cBe cTpaHuie
jemHake m aq + as + a5 = ag + a4 + ag, TPpU YEMY j€ (; YHYTPAIImhU
yrao mecroyria xkox temena A;. Ilokazatu ma je a; = ay, g = Qs
n &3 = Og.

Pewewe: Karo je 30up yHyTpammbUX YIJIOBa Y KOHBEKCHOM IIe-
coyray 720°, cinemu ma je ai + a3z + as = as + ag + ag = 360°,
ma ce temena Ajp, Az, As OCHOM cUMETPHUjOM peIOM Yy OMHOCY Ha
npase AgAs, AsAy, AyAg Hpe(jiII/IKaBajy y ucty taudry O.

6

As

Ay

Ay

A

(Ilpecnurajmo Ay y ommocy ua AgAs y taury O. Heka je Op
moJynmpaBa Koja HekoHBekcaH yrao AgOAs menu Ha mBa yrijia Beju-
unae a3 1 a5: <A30p = asz u <AgOp = a5. Ha nmomympasoj Op
younmo Taury A ma je OA jemHako crpaHunu mecroyria. M3
AA2A3A4 = AAQOA n AA4A5A6 = AAGOA ciaemn noa je A2A4 =
As A m AyAg = AgA, ma ce tauke Ay u A noknamnajy.)

Hacnopamuu yriioBu pom6a cy jemuaku, na je oy = {AgOAs, az =
<CA20A,, as = <A40Ag. Tlomro cy kpamu yraosa AgOAs u A5 A4 A3
nmapaJieslHA U jeTHAKO YCMEePEHU CJeou Na Cy JeIHAKW Ia je ay = Oy,
CinuvHO ce 3akpydyje Oa je g = 5 U a3 = Q.

Y nmHeBHO] coOU ce HaAJA3U HEKU OPOj /byaAu, U IMO3HATO je /a CBAKU
ol BUX MO3Haje TavyHo meT npucytHux. Jlokazatu ma je 3a HEKO
n > 5 moryhe omabpaTtu n Bbyou M3 AHEBHE COOE M CMECTUTU UX 34
OKpYIJIM CTO y TpIe3apuju Tako Ha CBaKO cemu m3MmeDhy mBa mos-
HAaHUKA.

Pewewe: On (He HEONXOIHO CBUX) JbyIM U3 IHEBHe cobe Hajmpe
hopMmpaMoO BPCTYy MaKCHUMaJHE NY:KWHE 3a KOjy BakM Ia Ce CBa-
Ka IBa CyCenHa YOBEKa y BPCTU IO3Hajy. pyrum peumma, HUje
Moryhe ¢opMmumpaTu my:Ky BPCTY OX OBe, TaKBy na Ce CBaka IBa
cycenHa JYOBEKa IO3HAjY.



IIpBu yoBekK y OBOj BpCTM MMa IeT MO3HAHWKA KOJU CBU TaKoDhe
Mopajy Outu y BpPCTH, jep BPCTa y CyIPOTHOM He Ou Omiaa MaKCuU-
MasHa. AKO cama omabepeMo pemoM Jbyae U3 BPCTe, O MPBOT YOBe-
Ka OO0 IOCJIeNHmer HeroBOI' IO3HAHUKA y BPCTH, U CMECTHMMO HX 3a
OKPYTJIM CTO Y TOM peIocieny, jacHO je na he cBako cenetm uaMeby
CBOjuUX TO3HaHWKa. DBpoj mynum 3a cromom je Behu on mer, jep 3a
BUM CeIU IPBU YOBEK U3 BPCTE U CBUX IET HETOBUX INO3HAHUKA.



