MunaucrapcTBo nmpocBere u cuopra Pemyo6sauke Cpouje
IpymTBo Mmaremaruuapa Cpouje

OIMITUHCKO TAKMUYEILE N3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Heka je AB npeunur kpyra k u meka ce retuse AD u BC tor kpyra
cery y tauku F. Ilokazatu na

AE-AD+ BE - BC

He 3aBucu on u3bopa ravaka C u D.

Heka je O menrap Kpyra OmMCAHOT OKO KOHBEKCHOTI UYETBOPOYTJIA
ABCD u ueka je F npecek mujaronansa AC' u BD. Ako cy cpenur-
ta mysxxu AD, BC u OF kosuHeapHe Tauke NOKa3aTU Oa je Tala
ucnywmeno uiau AB = CD nmn je <AEB = 90°.

Hahu cBa pemema (a,b) y ckyny panronaasux 6pojeBa jeqHaunHe:
(a+bv2)? =11 + 14V/2.

3a KOje BPeIHOCTU PeajHOr mapaMerpa M jeTHaunHa
mz? + (2m+ 1z + (m—3) =0

uMa 0ap jeaHO HEraTUBHO peleme?

Kamna nvma nBa meraTwBHA pernema’

[Tocse cBakor cacTtaHka KOMUCHUjEe, HEKA WIaHOBU (3HAUYU HBUX Oap
BOje) onyase 3ajenHo Ha pydak. Tamo mebhyrum, cBako on mpucyT-
Hux ce nocsaba ca cBakuM. Harkom tora mocsBabhanu mehe Bume
oruhu y 3aje JHUYKOM APYINTBY HA PYyYaK MOCJE CACTAHKA KOMUCU-
je. Cacranmu KoMmcuje ce onp:KaBajy HOKJIe ron je moryhe odop-
MuTH IpymTBO (0ox Gap ABOje Jbyad) 3a OIJIa3aK Ha PydaKk HAKOH
CaCTaHKA.

a) [a snu je moryhe na je komucuja koja 6poju 7 4IaHOBA OP:KAIA
ykynao 10 cacranaka (Tj. pydroBa)?

0) [la nu je moryhe ma je komucuja Koja 6poju 11 unanosa onp:xa-
Ja yKymHO 5 cacraHaka (Tj. pydkosa)?

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
3amaTke OeTaLHO 00PAa3I0KUTHA.
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Ilpyru paspen — B kareropuja

IHoka3zaTu na je 6poj
6 3 3
A= (\/9+4\/5+ \/2+\/5) : \/2—¢5

11eo0 1 Hahu HEeroBy BPETHOCT.

Hahwu cBe mpocte OpojeBe p, ¢ 1 7, Ka0 U CBe IpUpoaHe OpojeBe N,

TaKBe & BaKU
1 1 1

1
S+ o=2.
P q T n

Hahwu cBe nese 6pojeBe = 1 y 3a KOje BaKuU

x? — 6y + 13y* = 100.

3a KOje BPeIHOCTU PEeaJHOr mapaMerpa m jeIHAUnHA
ma? + (2m+ 1)z + (m—3) =0

nMa 6ap jeIHO HEraTUBHO pelneme?!

KRana nvma nBa meratuBHA pernema’

Y rpanesy ABCD kpaha mujaromana AC HOpMaHA je HA OCHOBU-
nmama AB = a u CD =b. Axo je <DAC + <ACB = 90°, mahu
nysxuHe kpakosa BC u AD.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3amaTke OeTaLHO 00pPAa3I0KUTHA.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3pen — A Kareropuja

Kopuctumo na cy tpoyraosu ABCA u AADB upaBoyriau, Kao u
notennujy tauke E y omnocy mHa kpyr k: AE-ED = BE-EC. Crora
nmamo na je AE - AD = AE? + AE - ED = AC? + EC? + AE - ED =
AC? + EC?+ BE-EC = AC? + EC(EC + BE) = AC?> + EC - BC =
AC? + (BC — BE) - BC = AC? + BC? — BE - BC, na je AE - AD +
BE - BC = AB?.

C

iN

IloBomuO je morazaru — Aro je <AEB # 90°, ouma je AB = CD.
Hera je <AEB # 90°.

Axo je O = E, rana je ABCD npaBoyraonuk, na Basku AB = CD.
[Ipernocrasumo na je O # E. Herka cy M, N, P, Q cpemumra my:Ku
AD, BC, AC, BD, penom, u Heka je R mpecek HOpMaJja U3 TAYaKa
P u Q pemom na BD u AC.

Yersopoyrnosu MPNQ u OPR(@) cy napajgerorpamu, ma ce Iy>KHU
MN, OR u PQ ceky y jemHoj Tauku Koja mx u mojoBu. Ilomro
cpemumre nysxu OF nesxu wa M N nvmamo na je RE || MN. C opyre
crpane, R je opronenrap APQFE, na je RE1LP(Q. Haxkne, MN _LPQ,
Tj. MPNQ je pom6. Canma je mako mokasatu ga je AB = 2PN =
2NQ = CD.

EXBUBaJICHTHUM TpaHChOpMaNujaMa Joda3uMo mo: a? + 2b% — 11 =
(14 — 2ab)V/2. Cana umamo aBa ciydaja: ako je 2ab # 14, mobujamo

o 3= a® + 2% — 11
AICNVET T oah)
6poj, a u3pas ca mecHe crpane panuoHasan. JIpyra moryhuoct je
na Bazku 2ab = 14. Tama Basu u a® + 2b% = 11, na je (a — 2b\/§)2 =
a?+20%—2abv/2 = 11-14v/2 < 0. OBo je KOHTPAIUKINja, Ta 3aJaTaK
HEMA pellena.

, mTo je Hemoryhie, jep je /2 upanuonanan



Pewewe 1: 3a m = (0 monmasna jeqHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 u oOHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemewne (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA W Ja OU OHA WMMAaJIa PeaHa
pemema TOTPEOHO je ma je mena muckpuMmuHanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCIOB M = &

O0ba pemema cy HeraTuBHa, YKOJUKO Baku D >0, x1 +x9 < 0 u

b 2 1
x1-x9 > 0: :c1+a:2:——:—m+ < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a m
b m-3
X1 Tg = — = > 03am € (—o00,0)U(3,4+00), Te mpecek ycaoBa
a m

m = I—é ca OBa IBa yCJOBa maje m € (3,+oo).
AKO je TauHO jemHO pelleme HEeraTUBHO OHMAA je APYro MO3UTUBHO

ninu 0. JemgHo pememe je HETATUBHO, & APYTO MO3UTUBHO, YKOJMUKO
b m—3

Baku D >0 u 2120 < 0: 2729 = — = < 0 3a m € (0,3)
a m

U IIPECEeK ycJoBa m > I—é ca oBuM ycuaoBoMm naje m € (0,3). Jemmo

pelneme je HeraTuBHO, a apyro 0, ykoauko Baku: D=0, x1+x2 < 0wn

2 1
r1x2 =0 r1+w2 = —— = — m < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a

m
b m—3
1+ Ty = — =

=0, Tj. 3a m = 3 (10 je pememe jep je 3 = 16
a m

n 3 € (—00,—3) U (0,+00)). 3Haum, jenHaynHa UMa TAUHO jeIHO
HeraTuBHO pememe 3a m € (0, 3].

Jennaumna nva Gap jenHo HeratuBHO pememe 3a m € (0,400), a

nBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 monasna jemHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUNHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemene (T = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA W A OU OHA MMAaJIa PeaHa
pemema mOoTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
ITO 7aje YCJIOB M > 1 . Ibena pemema cy marta popmymnom

—(2m+1) +16m + 1

2m

T1,2 =

Wcnurajmo xana je |2m + 1] < 4/16m + 1. Ksagpupamo u nobujamo
rejeaaumnay m? — 3m < 0, mrTo je memymeno 3a m € (0,3). Onma je
12m + 1| > /16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Aro je m € [74,0) onma cy n mvenmnan (2m < 0) m Gpojunan
(=(2m +1) —/16m + 1 < 0) 3a oba pemema HEraTUBHU, Ia Cy 00a
pelemha MO3UTUBHA.

Axo je m € (0,3] omna je mmenunan mosutusad (2m > 0), OOk je
6pojunar jemsom mosutusad (—(2m + 1) +/16m+1 > 0), a jennom
weratuBad (—(2m + 1) —/16m + 1 < 0), na je jemHo pememe mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HEraTWUBHO.

Axo je m € (3,+00) onna je mmenunan no3utusBa# (2m > 0), K0k cy
6pojuorm 3a 0ba pemema HeratusHu (—(2m + 1) +1/16m +1 < 0),
ma cy oba peliema HETATUBHA.

Jemmaunua nma 6ap jeqHo HeraTtuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
nBa 3a m € (3,400).



a) Mosxke. Huje temro korcTtpyucatu npumep. Ozmaunmo 6poje-
BuMa 1-7 wyjaHOBe. Y KYIHO MMa (;) = 21 mapoBa, ma he pydJroBa
OUTU MAKCUMAJHO aKO CTAJHO WAy MO OB dilaHa. AKO umy Tpu Ty
ce Beh m3rybe 2 Oyayha pyuka, ako umay dyerupu ryou ce b pydro-
Ba, ca 5 ryou ce 9 urn. Mu Tpeba ma m3ryobumo 11 pyukosa. To
MOKEMO HIp. ako Ha mouerky uny {1,2,3,4,5},{5,6,7}, a ocramux

8 PyYKOBa Cy CBH ca IO IBa 4YjlaHa, KOJU JOII IapoBU (daJie:

{1,6},{1,7},{2,6},{2,7},{3,6},{3,7},{4,6},{4,7}.

Hanomena: Moxe ma jom jeman maums ca 1 X 4, 3 x 3 u 6 X 2.

2) = 55. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebasno 6mu ma 3a cBaku map ocoba mocToju
TAYHO jelaH pydvak Ha KoMe cy Ouie 3ajemno. Ha pyury 3a k oco-
0a "morpomu’ ce (g) mapoBa. Rako je (g) = 10, a 5-10 < 55,
jacHO je ma onm TUX 5 py4YKOoBa Oap Ha jeIHOM Ol HBUX je MOPaJio
6utu mpucyTHO 6 miu Bume ocoba (y CympoTHOM OuM OCTA0 HEKU
map WiaHOBa KOjU HUje HUKA OMO 3ajeqHO Ha PYUKY, Tj. U HAKOH
tux 5 pyudroBa Ouso 6u moryhe opranuszoBaTy jom Heku). Tako-
be memoryhe je ma cy mpeocraiux 4 pydkoBa CBU ABOUJAHU jep Ou
OIleT OCTAO HEKM Hap KOju Huje Ouo Ha py4YKy 3ajeqHo (jep ounrien-
HO HAajBUIIIE (120) + 4 < 55 pa3znauuuTUX mapoBa YJIaHOBa je OMio
3ajelHO Ha PYUKy). 3HauM mMaMo 6ap jeman pydak ca 6 u Bume
ocoba, u jeman ca 3 u Bume. Ho ta aBa pyuka umajy HajBumie 1 3a-
jemuuvor umana. OHpa 3Haym mMamo O6ap 5 ocoba ca mPBOT PydUKa
KOje jomr HuCy pydaje ca b6ap 2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je
moTpebHO je opranu3oBaTu 6ap jorr 5-2 = 10 pydkoBa ma OU CBaKO
Ol BUX pydao ca CBaKUM. KOHTpaIuKIN]a.

11
0) He moxxe. Haume, napoBa uma yKymHO (



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIIEILA 3AIJATARKA OIIIIITUHCRKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

Kax<oje9+4f 4+4\/_+5—(2—|—\/_),1/1MaM011aje

A= (V2 vB+ Y2+ vE) Va—VE=2{@+ VB)2-vB) = 2

[IpernocTaBuMoO ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ 1 r MehycobHO paziu-
untu. Tazna, m3 ycaosa 3amaTra umamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO CYy P, ¢ U T PA3JIUYUTU ONPOCTU OPOjeBU, OHU Cy U y3ajaMHO
npoctu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | nu r | n, tj. n = kpqr, 3a mexn
npuponan 6poj k. Mebyrum, ramna mobujamo 1 = k(pg + qr + rp),
mTo je Hemoryhe.

[IpernocTaBuMO na Cy TayHO ABaA OJX IPOCTUX OpojeBa p, ¢ U r Me-
bycobuo jemmaka. bBe3 ymamema ONIMITOCTH MOKEMO y3€TU Oa je
p=q#r. Taga nobujamo pr = n(p+ 2r). Kako cy npoctu 6pojesu
r ¥ p y3ajamuao npoctu gobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHOCHO n = 1l 3a Hekum mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Tou3 p=I(p+2r) nobujamo p+2r = p, wro je memoryhe.
IHakme, p = ¢ = r, WTO KaJ YyBPCTUMO Yy TOJIA3HY jeIHAUYNHY TO0OU-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3ZUMO j€OUHO PEIICHE
(p,q,m,n) =(3,3,3,1).

Pemasamem monasse jeqHauYMHEe IO & HAJA3UMO T = 3y +24/25 — 92,
na je |y| <5 u /25 — y? Tpeba ma Gyne neo 6poj. Ilakae, umamo na
je y € {0,£3,+4,+5}. Pemema cy:

(z,y) € {(10,0),(-10,0), (—1,-3),(-17,-3),(1,3),(17,3), (=6, —4),
(—18,—4),(6,4),(18,4), (=15, —5), (15,5)}.

Pewewe 1: 3a m = (0 monmasna jeqHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemene (r = 3).

3a m # 0 To je KBagpaTHA jeqHAUYMHA U A OM OHA MMAaJIa pPeaHa
pemema mOoTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCIOB M = &

O0ba pemema cy HeraTuBHa, YKOJUKO Baku D >0, x1 +xo < 0 u

b 2m +1
x1- 22 > 0: w1+x2:—az— - <03amée (—o0 )U(O,+oo),
b m-3
1Ty =— = > 03am € (—00,0)U(3,4+00), Te mpecek ycaoBa

a m
m > T4 ca oBa mBa ycioBa maje m € (3,+00).

Ako je TauyHO jemHO pelleme HEeraTUBHO OHMAA jé APYrO MO3UTUBHO

mwm 0. Jenno pememe je HEraTMBHO, a APYrO IO3UTUBHO, YKOJMKO
b m—3

Bk D >0 u 2120 < 0: 27 20 = — = < 0 3a m € (0,3)
a m

1 IPECEK yCJIoBa m > 1—61 ca oBuM ycuaoBoMm naje m € (0,3). Jemmo




pemneme je HeraTuBHO, a Apyro 0, ykoauko Baku: D=0, x1+x2 < 0wu

b 2m +1
x1 e =0: x1+29=——=— < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a m
b m-—3
x1-19=—=——=0, 1j. 3a m =3 (10 je pememe jep je 32%
a

m 3 € (—00,—3) U (0,+00)). 3Haum, jenHauuHa MMa TAYHO jeIHO
HeraTuBHO pemewme 3a m € (0, 3].

Jemnaunua nma 6ap jeqHo HeraTtwuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
mBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 monasna jegHaumHa je JUHEAPHA jeIHAYUMHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemiewne (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA U A OM OHA MMAaJIa pPeaJHa
pemema moTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCJIOB m = I—Gl. Ibena pemema cy mara Gopmyiom

—(2m+1) £ V16m + 1

2m

1,2 =

Ucnurajmo rana je |2m + 1| < v/16m + 1. Kagpupamo u nobujamo
rejeqaaumnay m? — 3m < 0, mro je memymeno 3a m € (0,3). Onna je
|2m + 1| > /16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Axro je m € [74,0) onma cy n mvenmnan (2m < 0) um Gpojunan
(=(2m+1) — v/16m+1 < 0) 3a 06a pemema HEraTUBHU, Ia Cy 00a
peliema TO3UTUBHA.

Axo je m € (0,3] omna je mmenunan mosutusas (2m > 0), mok je
6pojunarn jemaom nosutusan (—(2m + 1) ++/16m +1 > 0), a jeqaom
weratuBad (—(2m + 1) —/16m + 1 < 0), na je jemHo pememe mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HETaTUBHO.

Ako je m € (3,+00) onma je umenunan mosutusa (2m > 0), DOk cy
6pojuonu 3a oba pemema wHeratusau (—(2m + 1) ++/16m + 1 < 0),
ma cy oba peliema HETATUBHA.

Jennaumna nva Gap jenHo HeratwuBHO pememe 3a m € (0,400), a
nBa 3a m € (3,4+00).

Hexka je E nmomuoskje nopmasie u3 D wa npaBy AB. Tana je FACD
IpaBOyraoHWK, cTOora m 300r yciaoBa 3amatka je <ECB = <FECA +
JACB = ¢+ 0 = <DAC + <ACB = 90°. Y mpaBOyIJOM TPOYTJIY
ACEB je EC>?=EB-EA= (a+b)-buCB?=EB-AB = (a+b)-a,

na je AD = EC = \/b(a+b) u BC = \/a(a+ D).




