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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Drugi razred – A kategorija

Neka je AB preqnik kruga k i neka se tetive AD i BC tog kruga1.

seku u taqki E. Dokazati da

AE · AD + BE · BC

ne zavisi od izbora taqaka C i D.

Neka je O centar kruga opisanog oko konveksnog qetvorougla2.

ABCD i neka je E presek dijagonala AC i BD. Ako su sredix-

ta du�i AD, BC i OE kolinearne taqke dokazati da je tada

ispuǌeno ili AB = CD ili je �AEB = 90◦.

Na�i sva rexeǌa (a, b) u skupu racionalnih brojeva jednaqine:3.

(a + b
√

2)2 = 11 + 14
√

2.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m + 1)x + (m − 3) = 0
ima bar jedno negativno rexeǌe?

Kada ima dva negativna rexeǌa?

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.

dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me�utim, svako od prisut-

nih se posva�a sa svakim. Nakon toga posva�ani ne�e vixe

oti�i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-

je. Sastanci komisije se odr�avaju dokle god je mogu�e ofor-

miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon

sastanka.

a) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 7 qlanova odr�ala

ukupno 10 sastanaka (tj. ruqkova)?

b) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 11 qlanova odr�a-

la ukupno 5 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Dokazati da je broj1.

A =
(

6
√

9 + 4
√

5 +
3
√

2 +
√

5
)
· 3

√
2 −

√
5

ceo i na�i ǌegovu vrednost.

Na�i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.

takve da va�i

1
p

+
1
q

+
1
r

=
1
n

.

Na�i sve cele brojeve x i y za koje va�i3.

x2 − 6xy + 13y2 = 100.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m + 1)x + (m − 3) = 0
ima bar jedno negativno rexeǌe?

Kada ima dva negativna rexeǌa?

U trapezu ABCD kra�a dijagonala AC normalna je na osnovi-5.

cama AB = a i CD = b. Ako je �DAC + �ACB = 90◦, na�i

du�ine krakova BC i AD.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA

IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Koristimo da su trouglovi �BCA i �ADB pravougli, kao i1.

potenciju taqke E u odnosu na krug k: AE ·ED = BE ·EC. Stoga

imamo da je AE · AD = AE2 + AE · ED = AC2 + EC2 + AE · ED =
AC2 + EC2 + BE · EC = AC2 + EC(EC + BE) = AC2 + EC · BC =
AC2 + (BC − BE) · BC = AC2 + BC2 − BE · BC, pa je AE · AD +
BE · BC = AB2

.

A B
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O

D
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Dovoǉno je pokazati – Ako je �AEB �= 90◦, onda je AB = CD.2.

Neka je �AEB �= 90◦.
Ako je O ≡ E, tada je ABCD pravougaonik, pa va�i AB = CD.

Pretpostavimo da je O �≡ E. Neka su M , N , P , Q sredixta du�i

AD, BC, AC, BD, redom, i neka je R presek normala iz taqaka

P i Q redom na BD i AC.

Qetvorouglovi MPNQ i OPRQ su paralelogrami, pa se du�i

MN , OR i PQ seku u jednoj taqki koja ih i polovi. Poxto

sredixte du�i OE le�i na MN imamo da je RE ‖ MN . S druge

strane, R je ortocentar �PQE, pa je RE⊥PQ. Dakle, MN⊥PQ,

tj. MPNQ je romb. Sada je lako pokazati da je AB = 2PN =
2NQ = CD.

Ekvivalentnim transformacijama dolazimo do: a2 + 2b2 − 11 =3.

(14− 2ab)
√

2. Sada imamo dva sluqaja: ako je 2ab �= 14, dobijamo

da je

√
2 =

a2 + 2b2 − 11
(14 − 2ab)

, xto je nemogu�e, jer je

√
2 iracionalan

broj, a izraz sa desne strane racionalan. Druga mogu�nost je

da va�i 2ab = 14. Tada va�i i a2 + 2b2 = 11, pa je (a − 2b
√

2)2 =
a2+2b2−2ab

√
2 = 11−14

√
2 < 0. Ovo je kontradikcija, pa zadatak

nema rexeǌa.



Rexeǌe 1 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina4.

x − 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m �= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna

rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 � 0,
xto daje uslov m � −1

16 .

Oba rexeǌa su negativna, ukoliko va�i D � 0, x1 + x2 < 0 i

x1 ·x2 > 0: x1 +x2 = − b

a
= −2m + 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 ·x2 =
b

a
=

m − 3
m

> 0 za m ∈ (−∞, 0)∪ (3,+∞), te presek uslova

m � −1
16 sa ova dva uslova daje m ∈ (3,+∞).

Ako je taqno jedno rexeǌe negativno onda je drugo pozitivno

ili 0. Jedno rexeǌe je negativno, a drugo pozitivno, ukoliko

va�i D � 0 i x1 · x2 < 0: x1 · x2 =
b

a
=

m − 3
m

< 0 za m ∈ (0, 3)

i presek uslova m � −1
16 sa ovim uslovom daje m ∈ (0, 3). Jedno

rexeǌe je negativno, a drugo 0, ukoliko va�i: D�0, x1+x2 < 0 i

x1 ·x2 = 0: x1 +x2 = − b

a
= −2m + 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 · x2 =
b

a
=

m − 3
m

= 0, tj. za m = 3 (to je rexeǌe jer je 3 � −1
16

i 3 ∈ (−∞,− 1
2 ) ∪ (0,+∞)). Znaqi, jednaqina ima taqno jedno

negativno rexeǌe za m ∈ (0, 3].
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a

dva za m ∈ (3,+∞).

Rexeǌe 2 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina

x − 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m �= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna

rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 � 0,
xto daje uslov m � −1

16 . ǋena rexeǌa su data formulom

x1,2 =
−(2m + 1) ±√

16m + 1
2m

.

Ispitajmo kada je |2m + 1| <
√

16m + 1. Kvadriramo i dobijamo

nejednaqinu m2 − 3m < 0, xto je ispuǌeno za m ∈ (0, 3). Onda je

|2m + 1| >
√

16m + 1 za m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).
Ako je m ∈ [−1

16 , 0) onda su i imenilac (2m < 0) i brojilac

(−(2m + 1) −√
16m + 1 < 0) za oba rexeǌa negativni, pa su oba

rexeǌa pozitivna.

Ako je m ∈ (0, 3] onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok je

brojilac jednom pozitivan (−(2m + 1) +
√

16m + 1 > 0), a jednom

negativan (−(2m + 1) − √
16m + 1 < 0), pa je jedno rexeǌe pozi-

tivno, a drugo je negativno.

Ako je m ∈ (3,+∞) onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok su

brojioci za oba rexeǌa negativni (−(2m + 1) ± √
16m + 1 < 0),

pa su oba rexeǌa negativna.

Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a

dva za m ∈ (3,+∞).



a) Mo�e. Nije texko konstruisati primer. Oznaqimo broje-5.

vima 1-7 qlanove. Ukupno ima

(
7
2

)
= 21 parova, pa �e ruqkova

biti maksimalno ako stalno idu po dva qlana. Ako idu tri tu

se ve� izgube 2 budu�a ruqka, ako idu qetiri gubi se 5 ruqko-

va, sa 5 gubi se 9 itd. Mi treba da izgubimo 11 ruqkova. To

mo�emo npr. ako na poqetku idu {1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, a ostalih

8 ruqkova su svi sa po dva qlana, koji jox parovi fale:

{1, 6}, {1, 7}, {2, 6}, {2, 7}, {3, 6}, {3, 7}, {4, 6}, {4, 7}.
Napomena: Mo�e na jox jedan naqin sa 1 × 4, 3 × 3 i 6 × 2.

b) Ne mo�e. Naime, parova ima ukupno

(
11
2

)
= 55. Pretpostavi-

mo da je mogu�e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji

taqno jedan ruqak na kome su bile zajedno. Na ruqku za k oso-

ba ”potroxi” se

(
k
2

)
parova. Kako je

(
5
2

)
= 10, a 5 · 10 < 55,

jasno je da od tih 5 ruqkova bar na jednom od ǌih je moralo

biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki

par qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon

tih 5 ruqkova bilo bi mogu�e organizovati jox neki). Tako-

�e nemogu�e je da su preostalih 4 ruqkova svi dvoqlani jer bi

opet ostao neki par koji nije bio na ruqku zajedno (jer oqigled-

no najvixe

(
10
2

)
+ 4 < 55 razliqitih parova qlanova je bilo

zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe

osoba, i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 za-

jedniqog qlana. Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka

koje jox nisu ruqale sa bar 2 osobe sa drugog ruqka. Za to je

potrebno je organizovati bar jox 5 · 2 = 10 ruqkova da bi svako

od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA

IZ MATEMATIKE

Drugi razred – B kategorija

Kako je 9 + 4
√

5 = 4 + 4
√

5 + 5 = (2 +
√

5)2, imamo da je1.

A =
( 3√2 +

√
5 + 3√2 +

√
5
)
· 3√2 −√

5 = 2 3
√

(2 +
√

5)(2 −√
5) = −2.

Pretpostavimo da su prosti brojevi p, q i r me�usobno razli-2.

qiti. Tada, iz uslova zadatka imamo pqr = n(pq + qr + rp), a

kako su p, q i r razliqiti prosti brojevi, oni su i uzajamno

prosti, te dobijamo da p | n, q | n i r | n, tj. n = kpqr, za neki

prirodan broj k. Me�utim, tada dobijamo 1 = k(pq + qr + rp),
xto je nemogu�e.

Pretpostavimo da su taqno dva od prostih brojeva p, q i r me-

�usobno jednaka. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je

p = q �= r. Tada dobijamo pr = n(p + 2r). Kako su prosti brojevi

r i p uzajamno prosti dobijamo (r, p) = 1 ⇒ (r, p+2r) = 1. Stoga

mora da r | n, odnosno n = rl za neki prirodan broj l. Kako je

p+2r > 1, to iz p = l(p+2r) dobijamo p+2r = p, xto je nemogu�e.

Dakle, p = q = r, xto kad uvrstimo u polaznu jednaqinu dobi-

jamo da je p = 3n, a p je prost broj, te nalazimo jedino rexeǌe

(p, q, r, n) = (3, 3, 3, 1).

Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = 3y±2
√

25 − y2
,3.

pa je |y|� 5 i

√
25 − y2

treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da

je y ∈ {0,±3,±4,±5}. Rexeǌa su:

(x, y) ∈ {(10, 0), (−10, 0), (−1,−3), (−17,−3), (1, 3), (17, 3), (−6,−4),
(−18,−4), (6, 4), (18, 4), (−15,−5), (15, 5)}.

Rexeǌe 1 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina4.

x − 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m �= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna

rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 � 0,
xto daje uslov m � −1

16 .

Oba rexeǌa su negativna, ukoliko va�i D � 0, x1 + x2 < 0 i

x1 ·x2 > 0: x1 +x2 = − b

a
= −2m + 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 ·x2 =
b

a
=

m − 3
m

> 0 za m ∈ (−∞, 0)∪ (3,+∞), te presek uslova

m � −1
16 sa ova dva uslova daje m ∈ (3,+∞).

Ako je taqno jedno rexeǌe negativno onda je drugo pozitivno

ili 0. Jedno rexeǌe je negativno, a drugo pozitivno, ukoliko

va�i D � 0 i x1 · x2 < 0: x1 · x2 =
b

a
=

m − 3
m

< 0 za m ∈ (0, 3)

i presek uslova m � −1
16 sa ovim uslovom daje m ∈ (0, 3). Jedno



rexeǌe je negativno, a drugo 0, ukoliko va�i: D�0, x1+x2 < 0 i

x1 ·x2 = 0: x1 +x2 = − b

a
= −2m + 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 · x2 =
b

a
=

m − 3
m

= 0, tj. za m = 3 (to je rexeǌe jer je 3 � −1
16

i 3 ∈ (−∞,− 1
2 ) ∪ (0,+∞)). Znaqi, jednaqina ima taqno jedno

negativno rexeǌe za m ∈ (0, 3].
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a

dva za m ∈ (3,+∞).

Rexeǌe 2 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina

x − 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m �= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna

rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 � 0,
xto daje uslov m � −1

16 . ǋena rexeǌa su data formulom

x1,2 =
−(2m + 1) ±√

16m + 1
2m

.

Ispitajmo kada je |2m + 1| <
√

16m + 1. Kvadriramo i dobijamo

nejednaqinu m2 − 3m < 0, xto je ispuǌeno za m ∈ (0, 3). Onda je

|2m + 1| >
√

16m + 1 za m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).
Ako je m ∈ [−1

16 , 0) onda su i imenilac (2m < 0) i brojilac

(−(2m + 1) −√
16m + 1 < 0) za oba rexeǌa negativni, pa su oba

rexeǌa pozitivna.

Ako je m ∈ (0, 3] onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok je

brojilac jednom pozitivan (−(2m + 1) +
√

16m + 1 > 0), a jednom

negativan (−(2m + 1) − √
16m + 1 < 0), pa je jedno rexeǌe pozi-

tivno, a drugo je negativno.

Ako je m ∈ (3,+∞) onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok su

brojioci za oba rexeǌa negativni (−(2m + 1) ± √
16m + 1 < 0),

pa su oba rexeǌa negativna.

Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a

dva za m ∈ (3,+∞).

Neka je E podno�je normale iz D na pravu AB. Tada je EACD5.

pravougaonik, stoga i zbog uslova zadatka je �ECB = �ECA +
�ACB = ϕ + θ = �DAC + �ACB = 90◦. U pravouglom trouglu

�CEB je EC2 = EB ·EA = (a + b) · b i CB2 = EB ·AB = (a + b) · a,
pa je AD = EC =

√
b(a + b) i BC =

√
a(a + b).

A B

CD

E b

b

a

ϕ

ϕ θ


