MunaucrapcTBo nmpocBere u cuopra Pemyo6sauke Cpouje
IpymTBo Mmaremaruuapa Cpouje

OIMITUHCKO TAKMUYEILE N3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Tpehu pazpen — A xkareropuja

Y omrpoyraom tpoyray AABC tauka D je momuo:xje Bucune u3 C,
a tauka F nmomuoxkje Bucune u3z Dy ABCD. Heka je F Tauka my:xu
DFE rakBa na je DF : FE = BD : DA. Iloka3atu na cy npase CF
n AFE y3ajamMHO HOpMAJIHE.

Y ckymy peaJHUX OpOjeBa PEIIUTU jeTHAUNHY

21082 3 + 3log, Va _ 12.

Konuko pemema y CKymy HEHETaTUBHUX IeJIUX OpojeBa mMa je-
Ha4YMVHaA
100n]  [100n]
{199}7{201}_"'

Hexka cy a, b u ¢ kommiiekcHu OpOjeBU TAaKBU Oa Cy CBa TPU KOPEHA
jemnaumue x° + ax? +bxr+c =0 monyna 1. Jloka3aTu na Cy CBa TPH
kKopena jemnauune z° + |a|z? + |b|lz + |c| = 0, Takobe, momyna 1.

[Tocue cBakor cacraHka KOMUCHje, HEKU YIAHOBU (3HAUM HBUX Oap
nBOje) oJa3e 3ajenHo Ha pydak. Tamo mebyrnMm, cBako ox mpucyT-
Hux ce mocBaba ca cBakum. Hakom Tora mocBabhanu mehe Bure
oTrhu y 3aje JHUYKOM IAPYIITBY HA PYyYaK MOCJEe CACTAHKA KOMUCU-
je. Cacranmu KoMmcuje ce onp:;kaBajy HOKJIe ron je moryhe odop-
MuTu ApymTBo (01 6ap ABOje JbyAM) 3a OMIa3aK HA Pydak HAKOH
CcacTaHKa.

a) la snu je moryhe na je komMmucuja koja 6poju 8 umaHOBa OIP:KAIA
ykynHO 15 cacranaka (Tj. pydroBa)?

6) lla au je moryhe na je komucuja koja 6poju 13 unmanoBa ompska-
Jaa yKymHO 7 cacrtaHaka (Tj. pydkoBa)?

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
3amaTke OeTaLHO 00PAa3IOKUTHA.
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Heka cy a, f u v yraosu TtakBu ma Baku [ = 60° +a u v = 60° + 3.
IlokasaTu na je BpeAHOCT u3pasa

tgatg b+ tgBtgy +tgvytga
1eo 6poj.

Y ckymy peaJjHux OpojeBa PEIIUTH jeTHAUUHY

xl()gz 3 + 310g2 Vi = 12.

Hahwu cBe mese 6pojeBe x 1 y 3a KOje Ba:Ku

x? + 8xy + 25y = 225.

Ilat je mapasesorpam ABCD ca omrpum yriaom ox 60°. Omgpenutu
OHOC Iy:KUHA CcTpaHuia mapaigenorpama AB : AD, ako je omHOC
mysxuHa mujaronajga AC : BD = /19 : V.

Y mpaBMJIHOj TPOCTPAHO] MUPAMUIN, YMja je WUBUIA OCHOBE @, yrao
n3meby nBuna npu Bpxy jemnak je o (<90°). Oapenuru mOBpUIMHY
IIpeceka MUpaMUIe U jeqHe PABHU KOja CAIP:KU jeTHY WBUILY OCHOBE
Y HOpMAaJIHA je Ha HacIpaMHy OOYHY WBUILY.

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
3amaTke OeTaLHO 0OPAa3I0KUTHA.
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PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

Heka je M rtauka crpamune BC rtaksa na je DM || AE. Tana je
EM : MB = AD : DB = EF : FD, na je MF || AB, a ouna
u MF 1 CD. Kakxo je u DE 1 BC, mnobujamo ma je tauka F
opronenTap tpoyraa ACDM, na je CF 1L DM, a tume u CF 1 AE.

3a x > 0 cy cBu JorapuTMu u CTeneHu nepumHucanu. Kakro je

3logy vV _ gilogyx _ y/glogyx , ,logs 3 _ 310827 16 je nara jen

HaUUHA eKBUBAJEHTHA jemuaunnn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 3l0g; Ly,
yuja cy pemema t1 = —4 < 0 u to = 3. 306or t > 0 mmamo

V310827 = 3 1a je logor =2, Tj. v = 4.

Heka cy a u b pemom ocramu npu nemerny 100n ca 199 u 201. 3anmara

jemHaYrMHA MIOCTaje 10(1)39_“ + 10331_1’ = @, MTO Ce HAKOH CBODhema Ha
3ajeHUYKM uMeHusal csoau Ha n = 201a + 199b.

C npyre crpane, 3a cse a = 0,1,...,198 u b = 0,1,...,200,

n = 20la + 1990 je pememe jemuaumbe. 3amcTa, OCTAIA NPU le-

mewmy 100n = 20100a + 199000 ca 199 u 201 cy pemom a u b, ma can

100n 100n

99 [ﬁ

yrTe BpeqHocTtu OpojeBa a u b nobujajy pasauyure BpeaHOCTH 3a 1,

perema uMa OHOJIMKO KOJIUKO nMa maposa (a,b), a OBUX MMa TAYHO

199 - 201 = 39999.

JIAKO TpOBepaBaMoO nIa je { ] =n. KRako ce 3a pazmnu-



Heka cy 21, 22 U 23 KOpennu jeanaunte x> 4 ax? +br+c =0, a wy, ws
u w3 Koperu jemnaunue r° + |a|r? + |bjx + || = 0. Tana, xopuctehu
BuetoBe ¢opmyne, Hama3nMO ma BaKwy

la| = | —a| = |21 + 22 + 23] < |21] + |22 + [23] = 3,
1 1 1
|b| = |2122 + 2923 —|— 2321| = |212223||— —|— — —|— —|
Z1 zZ2 z3
=|zZ1 + 22 + Z3| = |21 + 22 + 23| = |21 + 22 + 23] = |a],
Kao u |212223] = | —¢| = |¢] = 1. Ca mpyre crpane, npuMeHOM
BueroBux ¢dopmysna Ha APYry jeAHAUYMHY M YumeHUNA |a| = |b| u
lc|] = 1, mobujamo ma je w; = —1 pememe ucre. [lakme, mpyra

jemHauMHAa je eKBUBAJIEHTHA j€THAYNHU
3+ la|z? + |alz + 1= (z + 1) (2® + (la| — D)z + 1) =0,

na cy we ¥ w3 KOpeHu kpaapatue jemxnaunse 2+ (la|—1)z+1 =0 (u3
Buerosux ¢popmyna umamo na je wows = 1 — rpebahe nam racuuje).
Mebyrum, rako je 0 < |a| < 3, TO 3a QUCKPUMUHAHTY OBe jeqHAYNHE
Baskn D = (Ja|+1)(Ja| —3) < 0. Ako je |a| = 3 rana je wy = wg = —1,
OIHOCHO |wi| = |ws| = |wg| = 1. 3a 0 < |a| < 3 je D < 0 ma nmamo
IIBa KOHjyTOBAHO KOMILUICKCHA KODEHA, W3 = W, W 33 HUX BAKN
lwa|? = wowy = wows =1, kao u |w3|? = wzws = wzwy = 1.

Tume cMo mokazayy na je y cBakoM ciydajy |wi| = |wa| = |ws| = 1.

a) Mosxke. Huje remko roncrpyucatu npumep.O3naunmo GpojesBu-
Ma 1-8 umaHOBe. YKyImHO MMa (g) = 28 mapoBa, ma he pydkoBa
OMTM MaKCUMAJHO aKO CTAJHO WAy HO OBa YiaHa. AKO uay Tpu
wiaHa Ty ce Beh m3rybe 2 Oyayha pydka, ako umy yeTupu ryou ce
5 pyukoBa, ca ner unaHoBa ryou ce 9 ura. Mu tpeba ma m3ryodumo
13 pyurosa. To moskemo Hup ako uny {1,2,3,4,5},{5,6,7},{1,6, 8},
a ocTtayumx 12 pydkroBa CBU IO 2 YJaHa KOJU jOII IapoBU (daJie.

6) He moxke. Hamve, mapoBa nma yKymHO (123) = 78. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebasno 6m ma 3a cBaku map ocoba mocroju
TAYHO jedaH pydvak Ha KoMme cy Ouie 3ajemno. Ha pyury 3a k oco-
0a "morpomu’ ce (g) mapoBa. KRako je (g) =10, a 7-10 < 78,
jacHO je ma onm TuUX 7 pyYKOBa Oap Ha jeIHOM Ol HBUX je MOPaJio
6utu mpucyTHO 6 miu Buime ocoba (y CympoTHOM OuM OCTA0 HEKU
map 4iIaHOBa KOjU HUje HUKA OMO 3ajeqHO Ha PYUKY, Tj. U HAKOH
Tux 7 pydroBa Ousio 6u moryhe opranmszoBaTy jom Hekum). Tako-
be, memoryhe je nma cy nmpeocranux 6 py4ykoBa CBU OBOUJIAHU jep OuU
OIleT OCTAO HEKU Hap KOju Huje Ouo Ha pydKy 3ajemqHo (jep ouurien-
HO HajBUIIE (122) + 6 < 78 pa3nmuumTUX IapoBa YJIaHOBa je OMiIo
3ajelHO Ha PYUKy). 3Hauu mMaMo 6ap jenaH pydak ca 6 u Bure
ocoba, u jeman ca 3 u Bume. Ho Ta nBa pyuyka mmajy HajBuiie 1 3a-
jemuuvor umana. Onpa 3Hayr mMmamo O6ap 5 ocoba ca mPBOT PydUKa
KOje jomr HuCy pydaje ca 6ap 2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je
moTpebHO je opranu3oBaTu 6ap jorr 5-2 = 10 pydkoBa ma OU CBaKO

Ol BUX pydao ca CBaKUM. KOHTpaIUKIN]a.
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3
Heka je tga = a. Tama je tgf = tg(a + 60°) = M utgy =
1—aV3
a—\/g
tg(a+120°) = ———=. Cana umamo tgatgf+tgftgy+tgytga =
1+aV3

a? + a3 a’? —3 a2—a\/§_9a2—3_

+ + = - -3.
1—a\/§ 1 — 3a? 1—|—a\/§ 1 — 3a?

3a x > 0 cy cBu JorapuTMu U CTeneHu nepumHucanu. Karo je

3log, Vo _ 331087 _ \/slogyx 4 logy 3 310g2m, TO je mara jen-

HAaUMHA eKBUBAJEHTHA jeaHaunnn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 308> Ly,
uyuja cy pemema t1 = —4 < 0 m to = 3. 306or t > 0 mmamo

V310827 = 3 a je logor =2, Tj. v = 4.

Pemasamem nosasbe jeqnadnne mo T Hajaasumo & = —4y+34/25 — y?,
na je |y| <5 u /25 — y? Tpeba ma Oyne neo 6poj. lakae, umamo na
je y € {0,£3,+4,+5}. Pemema cy:

(z,y) € {(15,0),(—15,0), (24, -3), (0, —3), (—24, 3), (0, 3), (25, —4),
(17,—-4),(—25,4),(—17,4), (20, —5), (—20,5) }.

Osuaunmo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = dy = V7 -k,
AC = dy = V19 -k, <BAD = « (3a kKOju Tpeba ma BUAMMO na
au je 60° mam 120°), <ABC = 180° — a. Ilpumenumo KoCUHYCHY
teopemy Ha Tpoyriose AABD u AABC: di? = a® + b — 2abcosa,
do? = a2 + b2 — 2ab cos(180° — «v), ma rako je di < dy mobujamo ma
je o = 60°. Hakue, di® = a? 4+ b? — ab, dy® = a® + b? + ab, na je

&’ a2+ +ab 19 (974142 19

— = = —, Tj. ~5———" = —, OJaKJie HaJa3UMO
a2 @+ —ab TV (e r1-e 7

KBaAPATHY jeTHAYUHY 1—72 (%)2 — ? (%) + 1—72 = 0. Kan je pemwumo

; S - a _ 2
nobujamo ma je =5 mm = 3.




Osuaummo ca A, B,C temena ocHoBe u ca S BpxX mupamume. Heka
je D cpenumre usune BC (BD = %a) 1 HeKa je F mpecexk paBHU
koja canp:ku BC u mopmasua je ma AS. Tanma je BE 1 AS, ma u3
npasoyryor tpoyriaa ABES mvmamo BE = acos §. Bucuny DE no-

6ujamo u3 Iluraropune teopeme 3a ABDE: DE = BE? — BD? =

n BC-DE _ a?

i

ay/cos? § — ;. Crora je PABCE:T 5 COSQE—i.

2




