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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Tre�i razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu �ABC taqka D je podno�je visine iz C,1.

a taqka E podno�je visine iz D u �BCD. Neka je F taqka du�i

DE takva da je DF : FE = BD : DA. Dokazati da su prave CF
i AE uzajamno normalne.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Koliko rexeǌa u skupu nenegativnih celih brojeva ima jed-3.

naqina [
100n
199

]
+

[
100n
201

]
= n?

Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena4.

jednaqine x3 + ax2 + bx+ c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri

korena jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x + |c| = 0, tako�e, modula 1.

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.

dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me�utim, svako od prisut-

nih se posva�a sa svakim. Nakon toga posva�ani ne�e vixe

oti�i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-

je. Sastanci komisije se odr�avaju dokle god je mogu�e ofor-

miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon

sastanka.

a) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 8 qlanova odr�ala

ukupno 15 sastanaka (tj. ruqkova)?

b) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 13 qlanova odr�a-

la ukupno 7 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Neka su α, β i γ uglovi takvi da va�i β = 60◦ + α i γ = 60◦ + β.1.

Dokazati da je vrednost izraza

tg α tg β + tg β tg γ + tg γ tg α

ceo broj.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Na�i sve cele brojeve x i y za koje va�i3.

x2 + 8xy + 25y2 = 225.

Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom od 60◦
. Odrediti4.

odnos du�ina stranica paralelograma AB : AD, ako je odnos

du�ina dijagonala AC : BD =
√

19 :
√

7.

U pravilnoj trostranoj piramidi, qija je ivica osnove a, ugao5.

izme�u ivica pri vrhu jednak je α (α�90◦). Odrediti povrxinu

preseka piramide i jedne ravni koja sadr�i jednu ivicu osnove

i normalna je na naspramnu boqnu ivicu.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA

IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Neka je M taqka stranice BC takva da je DM ‖ AE. Tada je1.

EM : MB = AD : DB = EF : FD, pa je MF ‖ AB, a onda

i MF ⊥ CD. Kako je i DE ⊥ BC, dobijamo da je taqka F
ortocentar trougla �CDM , pa je CF ⊥ DM , a time i CF ⊥ AE.

A B

C

E

F

D

M

Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je2.

3log2

√
x = 3

1
2 log2 x =

√
3log2 x

i xlog2 3 = 3log2 x
, to je data jed-

naqina ekvivalentna jednaqini t2+t−12 = 0 (smena t =
√

3log2 x
),

qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i t2 = 3. Zbog t > 0 imamo√
3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

Neka su a i b redom ostaci pri deǉeǌu 100n sa 199 i 201. Zadata3.

jednaqina postaje
100n−a

199 + 100n−b
201 = a, xto se nakon svo�eǌa na

zajedniqki imenilac svodi na n = 201a + 199b.
S druge strane, za sve a = 0, 1, . . . , 198 i b = 0, 1, . . . , 200,

n = 201a + 199b je rexeǌe jednaqine. Zaista, ostaci pri de-

ǉeǌu 100n = 20100a + 19900b sa 199 i 201 su redom a i b, pa sad

lako proveravamo da je

[
100n
199

]
+

[
100n
201

]
= n. Kako se za razli-

qite vrednosti brojeva a i b dobijaju razliqite vrednosti za n,

rexeǌa ima onoliko koliko ima parova (a, b), a ovih ima taqno

199 · 201 = 39999.



Neka su z1, z2 i z3 koreni jednaqine x3 +ax2 + bx+ c = 0, a w1, w24.

i w3 koreni jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x + |c| = 0. Tada, koriste�i

Vietove formule, nalazimo da va�i

|a| = | − a| = |z1 + z2 + z3| � |z1| + |z2| + |z3| = 3,

|b| = |z1z2 + z2z3 + z3z1| = |z1z2z3|| 1
z1

+
1
z2

+
1
z3

|
= |z̄1 + z̄2 + z̄3| = |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |a|,

kao i |z1z2z3| = | − c| = |c| = 1. Sa druge strane, primenom

Vietovih formula na drugu jednaqinu i qiǌenica |a| = |b| i

|c| = 1, dobijamo da je w1 = −1 rexeǌe iste. Dakle, druga

jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x3 + |a|x2 + |a|x + 1 = (x + 1)(x2 + (|a| − 1)x + 1) = 0,

pa su w2 i w3 koreni kvadratne jednaqine x2+(|a|−1)x+1 = 0 (iz

Vietovih formula imamo da je w2w3 = 1 – treba�e nam kasnije).

Me�utim, kako je 0 � |a| � 3, to za diskriminantu ove jednaqine

va�i D = (|a|+1)(|a|−3) � 0. Ako je |a| = 3 tada je w2 = w3 = −1,
odnosno |w1| = |w2| = |w3| = 1. Za 0 � |a| < 3 je D < 0 pa imamo

dva konjugovano kompleksna korena, w3 = w2 , i za ǌih va�i

|w2|2 = w2w2 = w2w3 = 1, kao i |w3|2 = w3w3 = w3w2 = 1.
Time smo pokazali da je u svakom sluqaju |w1| = |w2| = |w3| = 1.

a) Mo�e. Nije texko konstruisati primer.Oznaqimo brojevi-5.

ma 1-8 qlanove. Ukupno ima

(
8
2

)
= 28 parova, pa �e ruqkova

biti maksimalno ako stalno idu po dva qlana. Ako idu tri

qlana tu se ve� izgube 2 budu�a ruqka, ako idu qetiri gubi se

5 ruqkova, sa pet qlanova gubi se 9 itd. Mi treba da izgubimo

13 ruqkova. To mo�emo npr ako idu {1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, {1, 6, 8},
a ostalih 12 ruqkova svi po 2 qlana koji jox parovi fale.

b) Ne mo�e. Naime, parova ima ukupno

(
13
2

)
= 78. Pretpostavi-

mo da je mogu�e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji

taqno jedan ruqak na kome su bile zajedno. Na ruqku za k oso-

ba ”potroxi” se

(
k
2

)
parova. Kako je

(
5
2

)
= 10, a 7 · 10 < 78,

jasno je da od tih 7 ruqkova bar na jednom od ǌih je moralo

biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki

par qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon

tih 7 ruqkova bilo bi mogu�e organizovati jox neki). Tako-

�e, nemogu�e je da su preostalih 6 ruqkova svi dvoqlani jer bi

opet ostao neki par koji nije bio na ruqku zajedno (jer oqigled-

no najvixe

(
12
2

)
+ 6 < 78 razliqitih parova qlanova je bilo

zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe

osoba, i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 za-

jedniqog qlana. Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka

koje jox nisu ruqale sa bar 2 osobe sa drugog ruqka. Za to je

potrebno je organizovati bar jox 5 · 2 = 10 ruqkova da bi svako

od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA

IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – B kategorija

Neka je tg α = a. Tada je tg β = tg(α + 60◦) =
a +

√
3

1 − a
√

3
i tg γ =1.

tg(α+120◦) =
a −√

3
1 + a

√
3
. Sada imamo tg α tg β +tg β tg γ +tg γ tg α =

a2 + a
√

3
1 − a

√
3

+
a2 − 3
1 − 3a2

+
a2 − a

√
3

1 + a
√

3
=

9a2 − 3
1 − 3a2

= −3.

Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je2.

3log2

√
x = 3

1
2 log2 x =

√
3log2 x

i xlog2 3 = 3log2 x
, to je data jed-

naqina ekvivalentna jednaqini t2+t−12 = 0 (smena t =
√

3log2 x
),

qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i t2 = 3. Zbog t > 0 imamo√
3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = −4y±3
√

25 − y2
,3.

pa je |y|� 5 i

√
25 − y2

treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da

je y ∈ {0,±3,±4,±5}. Rexeǌa su:

(x, y) ∈ {(15, 0), (−15, 0), (24,−3), (0,−3), (−24, 3), (0, 3), (25,−4),
(17,−4), (−25, 4), (−17, 4), (20,−5), (−20, 5)}.

Oznaqimo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = d1 =
√

7 · k,4.

AC = d2 =
√

19 · k, �BAD = α (za koji treba da vidimo da

li je 60◦ ili 120◦), �ABC = 180◦ − α. Primenimo kosinusnu

teoremu na trouglove �ABD i �ABC: d1
2 = a2 + b2 − 2ab cos α,

d2
2 = a2 + b2 − 2ab cos(180◦ − α), pa kako je d1 < d2 dobijamo da

je α = 60◦. Dakle, d1
2 = a2 + b2 − ab, d2

2 = a2 + b2 + ab, pa je

d2
2

d1
2 =

a2 + b2 + ab

a2 + b2 − ab
=

19
7

, tj.

(
a
b

)2 + 1 + a
b(

a
b

)
+ 1 − a

b

=
19
7

, odakle nalazimo

kvadratnu jednaqinu
12
7

(
a
b

)2 − 26
7

(
a
b

)
+ 12

7 = 0. Kad je reximo

dobijamo da je
a
b = 3

2 ili
a
b = 2

3 .

A B

CD

a

b b

180◦ − αα



Oznaqimo sa A,B,C temena osnove i sa S vrh piramide. Neka5.

je D sredixte ivice BC (BD = 1
2a) i neka je E presek ravni

koja sadr�i BC i normalna je na AS. Tada je BE ⊥ AS, pa iz

pravouglog trougla �BES imamo BE = a cos α
2 . Visinu DE do-

bijamo iz Pitagorine teoreme za �BDE: DE =
√

BE2 − BD2 =

a
√

cos2 α
2 − 1

4 . Stoga je P�BCE =
BC · DE

2
=

a2

2

√
cos2 α

2 − 1
4 .

A

B

C

D

E

S

α α

a
a


